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本稿は競争経済の一般均衡やゲーム理論におけるナッシュ均衡の存在証明など，経済学に
おいて広く用いられているブラウワーの不動点定理 (Brouwer’s fixed point theorem)の証明
を理解することを主な目的として，それに必要な位相数学の基礎と関連する話題について解
説したものである1。
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1 位相空間と関数の連続性

1.1 ユークリッド空間と距離

まずユークリッド空間について考える（本稿では「空間」と「集合」は同じ意味で用いる）。
0次元ユークリッド空間はただ 1点からなる空間，1次元ユークリッド空間は 1本の直線から
なる空間である。1次元ユークリッド空間において適当に原点と目盛りを決めると，直線上の
各点の位置，すなわち座標を数字（実数）で表すことができ，いわゆる数直線と呼ばれるもの
になる。2次元ユークリッド空間は一つの平面であり，やはり適当に原点と原点で直交する二
つの軸とその軸上の目盛りを決めれば，平面上の各点の座標を各軸からの距離を表す二つの数
字の組で表現することができる。3次元ユークリッド空間はわれわれが住むこの空間であり，
適当に原点と原点で直交する三つの軸とその軸上の目盛りを決めれば，空間内の各点の座標
を二つの軸によって作られる平面からの距離を表す三つの数字の組で表現することができる。
さらにわれわれがイメージすることはできないが 4次元，5次元, . . . のユークリッド空間も
4つ，5つ，. . . の数字の組によって表現されるものとして考えることができる。n次元ユー
クリッド空間を Rnで表す（1次元ユークリッド空間は R）。

2次元ユークリッド空間（平面）R2における 2点を x = (x1, x2)，y = (y1, y2)としてその
2点間の距離を次のように定義する。

|x− y| =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 =

√√√√
2∑

i=1

(xi − yi)2

この距離は平面上で 2点を結ぶ線分の長さに等しい（三平方（ピタゴラス）の定理から導かれ
る）。同様にして 3次元ユークリッド空間における 2点を x = (x1, x2, x3)，y = (y1, y2, y3)
とするとその 2点間の距離は

|x− y| =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2 =

√√√√
3∑

i=1

(xi − yi)2

と表される。これも空間内における 2点を結ぶ線分の長さに等しい（空間内の線分から一つ
の平面への影を考えることによってやはり三平方の定理を用いて導くことができる）。一般的
に n次元ユークリッド空間における 2点 x = (x1, x2, . . . , xn)と y = (y1, y2, . . . , yn)の距離
は次のように表される。

|x− y| =
√√√√

n∑

i=1

(xi − yi)2

この距離をユークリッドの距離と呼ぶ。
n次元ユークリッド空間の距離について次の関係が成り立つ。

(1). すべての x, y ∈ Rnについて |x− y| ≥ 0（距離は負ではない）

(2). すべての x, y ∈ Rnについて |x− y| = |y− x|（距離はどちら向きに測っても等しい）

(3). すべての x, y, z ∈ Rnについて |x− y|+ |y − z| ≥ |x− z|（三角不等式）

(4). |x− y| = 0のとき，またそのときにのみ x = y（xと yが同一の点）である。
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この内 (1), (2), (4)は明らかである。(3)は，幾何学的には三角形の 2辺の長さの和は残りの
1辺の長さより大きいというということを意味する（等しい場合 3点は同一直線上にある）。
以下のようにして確認できる。λに関する 2次式

n∑

i=1

(ai + biλ)2 =
n∑

i=1

a2
i + 2

n∑

i=1

aibiλ +
n∑

i=1

b2
i λ

2

を考える。これは負であってはならないから二次方程式の判別式により
∣∣∣∣∣

n∑

i=1

aibi

∣∣∣∣∣ ≤
√√√√

n∑

i=1

a2
i

√√√√
n∑

i=1

b2
i

を得る。この式は
n∑

i=1

(ai + bi)2 =
n∑

i=1

a2
i + 2

n∑

i=1

aibi +
n∑

i=1

b2
i

≤
n∑

i=1

a2
i + 2

√√√√
n∑

i=1

a2
i

√√√√
n∑

i=1

b2
i +

n∑

i=1

b2
i =




√√√√
n∑

i=1

a2
i +

√√√√
n∑

i=1

b2
i




2

を意味する。ここで ai = xi − yi, bi = yi − ziとおくと上式は
√√√√

n∑

i=1

(xi − zi)2 ≤
√√√√

n∑

i=1

(xi − yi)2 +

√√√√
n∑

i=1

(yi − zi)2

となる。これはn次元ユークリッド空間における3点x = {x1, x2, . . . , xn}, y = {y1, y2, . . . , yn},
z = {z1, z2, . . . , zn}について

|x− z| ≤ |x− y|+ |y − z|

であることを意味する。

定義 1.1 (ユークリッド空間の開集合 (open set)). ユークリッド空間Xの部分集合 V が次
の条件を満たすとき，開集合であると言う。

Vのあらゆる点 v ∈ V について {x ∈ X : |x− v| < δ} ⊂ V を満たす δ > 0が
存在する（すべての vが V の端にはなく vの周辺に V の点がある）。

空集合（何も含まない集合）∅も開集合であると考える。X自身も開集合である。開集合の
いかなる和集合も開集合であり，また有限個の開集合の共通部分も開集合であることを示すこ
とができる（これは後でより一般的な距離空間について証明する）。この定義が常識的な開集
合のイメージと一致することを簡単な例で確認してみよう。1次元ユークリッド空間の開区間
(0, 1)において（「開区間」とは区間の両端を含まない区間であり，1次元ユークリッド空間に
おける開集合である），0に近い点として v = εをとると，どのような ε > 0についても上の
定義において δ = 1

2εとおけば，1
2ε > 0であって {x ∈ R : |x− v| < 1

2ε} ⊂ (0, 1)が成り立
つ。一方閉区間 [0, 1]においては（「閉区間」とは区間の両端を含む区間であり，1次元ユーク
リッド空間における閉集合である。閉集合については後で説明する），点 0または 1からわず
かでも正の距離にある部分は半分がその区間からはみ出してしまうので開集合とはならない。
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1.2 距離空間と開集合

ユークリッド空間を抽象化したものが距離空間である。

定義 1.2 (距離空間 (metric space)). 距離空間とは，ある集合X についてその任意の要
素（あるいは点，要素とは集合を構成するもの）x，yについて次の条件を満たす実数値関数
d(x, y)が定義されたものであり，dは距離（または距離関数）と呼ばれる。距離を明示して
距離空間を表す場合は (X, d)と書く。

(1). すべての x, y ∈ X について d(x, y) ≥ 0（2点間の距離は負ではない）。

(2). すべての x, y ∈ X について d(x, y) = d(y, x)（距離はどちら向きに測っても等しい）。

(3). すべての x, y, z ∈ X について d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)（三角不等式）が成り立つ。

(4). x = yのとき，またそのときにのみ d(x, y) = 0である（2点間の距離がゼロのときは
その 2点は同一の点であり，また同一の点であれば距離はゼロである）。

n次元ユークリッド空間はユークリッドの距離によって距離空間となる。またユークリッド
空間の部分集合も同様にユークリッドの距離によって距離空間となる。たとえば 1次元ユー
クリッド空間の部分集合としては座標 xが−1 ≤ x ≤ 1を満たすような点の集合や，x > 0を
満たす点の集合が考えられる，それ以外の次元についても同様である。

定義 1.3 (開球 (open ball)). (X, d)を距離空間とする。Xの点 xとある実数 r > 0につい
て次の式で定義される集合BX(x, r)を，X における xを中心とする半径 rの開球と言う。

BX(x, r) = {x′ ∈ X : d(x′, x) < r}

これは xからの距離が rより小さいX に属する点の集合を表しており，3次元ユークリッド
空間ではまさに開球（表面を含まない球の内部）となる。

定義 1.4 (開集合 (open set)). (X, d)を距離空間とする。X の部分集合 V が次の条件を満
たすとき開集合であると言う。

V のあらゆる点 v ∈ V についてBX(v, δ) ⊂ V を満たす δ > 0が存在する。

この定義はユークリッド空間においては定義 1.1を意味する。やはり空集合も開集合である
とする。

補題 1.1. X を距離空間，dをその距離関数，x0をX の点とする。そのとき，任意の r > 0
について半径 rの開球BX(x0, r)はX の開集合である。

証明. x ∈ BX(x0, r)とすると，ある δ > 0についてBX(x, δ) ⊂ BX(x0, r)となることを示
せばよい。δ = r − d(x, x0)とすると d(x, x0) < r（x ∈ BX(x0, r)より）であるから δ > 0
である。x′ ∈ BX(x, δ)とすると三角不等式により

d(x′, x0) ≤ d(x′, x) + d(x, x0) < δ + d(x, x0) = r

となるから，x′ ∈ BX(x0, r)を得る。したがってBX(x, δ) ⊂ BX(x0, r)となり（BX(x, δ)に
含まれる点はBX(x0, r)に含まれる），BX(x0, r)が開集合であることが示された。 ,
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例 1.1. 集合の要素はユークリッド空間の点ばかりではない。ユークリッド空間における関
数も集合の要素となりうる。関数の集合は関数空間と呼ばれる。たとえば閉区間 [0, 1]からR
への連続な関数の集合を考えてみよう。y = f(x), y = g(x)(y ∈ R, x ∈ [0, 1])を二つの関数
とするとき

d(f, g) = max
[0,1]

|f(x)− g(x)|

で定義される実数（[0, 1]における f(x)と g(x)との差の絶対値の最大値）はこの関数空間
について距離の条件を満たしている。ここでは [0, 1]の全体にわたって f(x) = g(x)である
ときに f(x)と g(x)が等しいものとし，f(x) ≡ g(x)と表す。絶対値をとっているから明ら
かに d(f, g) ≥ 0が成り立つ。また，やはり絶対値をとっているから [0, 1]の全体にわたって
f(x) = g(x)でなければ d(f, g) = 0とはならないし，f(x) ≡ g(x)であれば d(f, g) = 0であ
る。三つの関数 y = f(x), y = g(x), y = h(x)について

d(f, h) = max
[0,1]

|f(x)− h(x)| = max
[0,1]

|f(x)− g(x) + g(x)− h(x)|

≤ max
[0,1]

|f(x)− g(x)|+ max
[0,1]

|g(x)− h(x)| = d(f, g) + d(g, h)

より三角不等式が得られる。したがって [0, 1]から Rへの連続な関数の集合は上記の距離関
数によって距離空間となる。

1.3 位相空間と開集合

距離空間をさらに抽象化したものが位相空間である。距離空間は距離によって定義された
が位相空間は開集合によって定義される。

定義 1.5 (位相空間). ある集合X の部分集合（開集合 (open set)と呼ぶ）の組（集まり）が
次の条件を満たすときX は位相空間である。

(1). 空集合 ∅とX 自身はともに開集合である。

(2). 開集合のあらゆる和集合は開集合である（無限個の場合も含む）。

(3). 有限個の開集合の共通部分は開集合である（無限個の場合は含まない）。

ある位相空間のすべての開集合の組を位相 (topology)と呼ぶ。ある位相空間の位相を明確
に表す必要がある場合には，たとえばX の位相を τ として位相空間X を (X, τ)のように表
すが，特に混乱を招かない場合は単にX だけで表す。
まず距離空間が位相空間であることを示そう。

補題 1.2. X を距離空間とするとX の開集合の組は位相空間の条件を満たしている。

証明. (1). 定義によって空集合は開集合である。またX 全体については開集合の条件が満
たされている（X に含まれない要素はないのでX の点 xのあらゆる開球は当然X に
含まれる）。

(2). X の開集合のある組をAとし，U をAに含まれるすべての開集合の和集合であるとす
る。U が開集合であることを示そう。x ∈ U とすると xはAに含まれるある開集合 V

の要素である。したがってBX(x, δ) ⊂ V となるような δがある。一方 V ⊂ U である
からBX(x, δ) ⊂ U となるので U は開集合である。
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(3). V1, V2, . . . , Vk をX に含まれる有限個の開集合の組，それらの共通部分を V = V1 ∩
V2 ∩ · · · ∩ Vk とする。xをすべての j について x ∈ Vj であるような（V1, V2, . . . , Vk

のすべての集合の要素である）点とすると，すべての j についてBX(x, δj) ⊂ Vj とな
るような実数 δ1, δ2, . . . , δkがある。δ1, δ2, . . . , δkの内で最小のものを δとすると，k

は有限で各 δj は正であるから δ > 0である。さらに xはすべての Vj に属しているの
で，すべての jについてBX(x, δ) ⊂ BX(x, δj) ⊂ Vj であるから，BX(x, δ) ⊂ V とな
り，V は開集合である。

,
これにより距離空間はその距離によって定義される開集合の組を位相とする位相空間であ

ることがわかる。ユークリッド空間は距離空間であったから，ユークリッドの距離によって
定義される開集合の組を位相とする位相空間である。
位相空間の条件の内 (3)の有限個という制約は重要なものである。たとえば 1次元ユーク

リッド空間において nを自然数として開区間 (− 1
n , 1 + 1

n)を考え，その n = 1, 2, . . . ,の無限
個の共通部分をとると，あらゆる nについて (− 1

n , 1 + 1
n)に含まれる点の集合は閉区間 [0, 1]

となり開集合ではない。

1.4 閉集合

定義 1.6 (閉集合 (closed set)). X を（ある位相を持った）位相空間であるとする。X の
部分集合 F はその補集合X \F（F に属さないX の要素の集合）が開集合であるとき，また
そのときにのみ閉集合であると言う。

空集合とX 自体はともに開集合であるが，空集合の（X における）補集合はX，X の補
集合は空集合であるから，空集合とX は開集合であるとともに閉集合でもある。
たとえば 1次元ユークリッド空間の閉区間（両端を含む区間）F = [0, 1]の補集合はR\F =

(−∞, 0)∪ (1,∞)（−∞, ∞はいくらでも小さい数，いくらでも大きい数を含んでいるという
こと）であるが，この集合のどんな点 vにおいても {x ∈ R : |x− v| < δ} ⊂ X \ F を満た
す δ > 0をとることができるので開集合であり，したがって F は閉集合である。
開集合と閉集合は全体の集合に対して相対的なものである。たとえば数直線上（1次元ユー
クリッド空間）において [−1, 1]（−1と 1を含む区間）は閉集合，(−1, 1)（−1も 1も含まな
い区間）は開集合，(−1, 1]（−1は含まず，1は含む区間）は開集合でも閉集合でもないが，
X として [−2, 1]をとると (−1, 1]は開集合となる（点 1を中心とする半径 δ(δ < 3)の開球は
数直線全体においては 1より大きい部分を含むが [−2, 1]においては含まないから，その開球
は [−2, 1]に含まれている）。
集合の演算によって，X のいくつかの部分集合の和集合（その部分集合のいずれかに含ま

れる要素の集合）は各部分集合の補集合の共通部分（各部分集合のいずれにも含まれない要素
の集合）の補集合に等しく，X のいくつかの部分集合の共通部分（その部分集合のすべてに
含まれる要素の集合）は各部分集合の補集合の和集合（その部分集合のすべてには含まれない
要素の集合）の補集合に等しい。したがって次の補題を得る。

補題 1.3. 位相空間にける閉集合は次の条件を満たす。

(1). 空集合 ∅とX 自身はともに閉集合である。
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(2). 有限個の閉集合の和集合は閉集合である（無限個の場合は含まない）。

(3). 有限個または無限個の閉集合の共通部分は閉集合である。

証明. (2)は「有限個の閉集合の和集合の補集合」は「有限個の開集合の共通部分」であるこ
とから導かれる。また (3)は「有限個または無限個の閉集合の共通部分の補集合」は「有限個
または無限個の開集合の和集合」であることから導かれる。 ,
ここでも (2)の有限個の条件を確認してみよう。1次元ユークリッド空間において nを自然

数として閉区間 [ 1
n , 1− 1

n ]を考え，その n = 3, 4, . . . ,の無限個の和集合をとると，0と 1は
どのような nについても [ 1

n , 1− 1
n ]には含まれないから，その和集合（いずれかの nについ

てこの閉区間に含まれる点の集合）は開区間 (0, 1)になり閉集合とはならない。

1.5 ハウスドルフ空間

定義 1.7 (ハウスドルフ空間 (Hausdorff space)). 位相空間X が次の条件を満たすときハ
ウスドルフ空間であると言う。

xと yをX の異なる点であるとすると，x ∈ U，y ∈ V かつ U ∩ Y = ∅（U と
V とは共通部分を持たない）を満たす開集合 U と V が存在する。

補題 1.4. 距離空間はハウスドルフ空間である。

証明. 距離空間Xの距離をdで表し，xとyを互いに異なるXの点であるとする。ε = 1
2d(x, y)

とおくと x，y それぞれを中心とする開球 BX(x, ε)と BX(y, ε)は開集合である。もちろん
x，yそれぞれはこれらの開球に含まれている。もしこれらの共通部分 BX(x, ε) ∩ BX(y, ε)
が空集合ではない（共通部分が存在する）とすると d(x, z) < ε, d(y, z) < εを満たす z ∈ X

がある（zはBX(x, ε)とBX(y, ε)の両方に含まれる点である）。しかしそうすると三角不等
式によって d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z) < 2εとなり ε = 1

2d(x, y)と矛盾する。したがって
BX(x, ε) ∩BX(y, ε) = ∅であるからX はハウスドルフ空間である。 ,
これによりユークリッド空間もハウスドルフ空間である。

1.6 相対位相（部分空間位相）

X を位相空間，τ をその位相，AをX の部分集合とする。τAを各 V ∈ τ について V ∩A

であるような集合全体の組とすると τAはAの位相になる。これをAの相対位相（あるいは
部分空間位相）と言う。V ∩ Aであるような集合の有限個または無限個の和集合は τ に含ま
れる集合 V の有限個または無限個の和集合とAの共通部分であり，前者は τ に含まれている
からその共通部分は τAに含まれる。

二つの集合 V1, V2 について V1 ∩ A, V2 ∩ Aはそれぞれ V1 と Aの両方に含まれ
る点の集合，および V2とAの両方に含まれる点の集合であるから，その二つの
集合の和集合 (V1 ∩A) ∪ (V2 ∩A)はAに含まれていて，かつ V1または V2に含
まれる点の集合 (V1 ∪ V2) ∩Aに等しい。
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また V ∩Aであるような集合の有限個の共通部分は τ に含まれる集合 V の有限個の共通部分
とAの共通部分であり，前者は τ に含まれているからその共通部分は τAに含まれる。

二つの集合 V1, V2について V1 ∩A, V2 ∩Aの共通部分 (V1 ∩A)∩ (V2 ∩A)はA

に含まれていて，かつ V1にも V2に含まれる点の集合 (V1 ∩ V2) ∩Aに等しい。

ここで次の補題を得る。

補題 1.5. X を距離空間，dをその距離，AをX の部分集合とする。次の条件が満たされる
とき，またそのときにのみAの部分集合W はAの相対位相において開集合である。

W の各々の点wについて {a ∈ A : d(a,w) < δ} ⊂ W が成り立つような δが存
在する。

したがってAの相対位相はAを距離空間と見て得られる位相（距離によって定義された開集
合に基づく位相）と一致する。

証明. (1). W がAの相対位相において開集合であると仮定すると，W = U ∩Aとなるよう
なX の開集合 U が存在する。U がX の開集合でありW はその部分集合であるから，
wをW の点とすると

{x ∈ X : d(x,w) < δ} ⊂ U

が成り立つような δ > 0が存在する。そのときAはX の部分集合であるから

{a ∈ A : d(a,w) < δ} ⊂ U ∩A = W

が得られる。

(2). 逆にW がAの部分集合であり，各々のw ∈ W について {a ∈ A : d(a,w) < δw} ⊂ W

を満たすような δw が存在するものとする。ここでW に属する点 wを中心とする開球
BX(w, δw)全体の和集合として U を定義する。

BX(w, δw) = {x ∈ X : d(x,w) < δw}

である。各開球は開集合であるから U も開集合である。さらにあらゆる w ∈ W につ
いて

BX(w, δw) ∩A = {a ∈ A : d(a,w) < δw} ⊂ W

である（上のW の定義から）。したがって U ∩ A ⊂ W であり（各BX(w, δw) ∩ Aが
W に含まれ U ∩Aはそれらの和集合であるからやはりW に含まれる）。一方，あらゆ
るw ∈ W についてW ⊂ Aかつ {w} ⊂ BX(w, δw) ⊂ U であり，W はそのような {w}
全体の和集合であるからW ⊂ U ∩ Aである。ゆえに U ∩ A = W となり，U は Aの
開集合であるからW はAの相対位相において開集合であることが導かれる。

,
X を位相空間，Aをその部分集合とすると相対位相に関して以下のことが成り立つ。

• Aの部分集合BはX のある閉部分集合 F によってB = A ∩ F と表される場合に，ま
たそのときにのみAの相対位相において閉集合である。
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• Aがそれ自身X の開集合であれば，Aの部分集合 B は，それ自身がX の開集合であ
るとき，またそのときにのみAの相対位相において開集合である。

• Aがそれ自身X の閉集合であれば，Aの部分集合 B は，それ自身がX の閉集合であ
るとき，またそのときにのみAの相対位相において閉集合である。

それぞれ確認してみよう。

(1). B = A ∩ F のAにおける補集合はX における F の補集合X \ F（これは開集合）と
Aとの共通部分A ∩X \ F であり，それはAの相対位相において開集合であるからそ
の補集合であるA ∩ F は閉集合である。

逆に Bが Aにおいて閉集合であればその Aにおける補集合 A \ Bは Aにおいて開集
合であるからX のある開集合 V によって V ∩Aと表される。BはAにおけるその補
集合であり，したがってX における V の補集合（これは閉集合）とAとの共通部分と
して表される。

(2). Aがそれ自身X の開集合であるならば位相空間の定義によってX の開集合 V とAの
共通部分 V ∩AもX の開集合でありAの開集合はすべてX の開集合でなければなら
ない。逆にX の開集合であってAの部分集合になっている集合はそれ自身を上記の V

と考えればよい。

(3). (2)と同様に閉集合の性質から導かれる。

1.7 点列と収束

定義 1.8. 位相空間X における点列 (sequence)x1, x2, . . . は次の条件を満たすときX の点 p

に収束する (converge)と言う。

pを含むどのような開集合U についてもある自然数N があって，すべての j ≥ N

（N 以上の番号の点列）について xj ∈ U となっている。

そのとき pを点列の極限 (limit)と呼ぶ。これは pを含む開集合U をどんなに小さくとっても
ある番号以上の点列がすべてその中に含まれるということであるから，点列が限りなく pに
近づいて行くことを意味する。

ハウスドルフ空間においては点列の極限はただ一つであることが示される。

補題 1.6. ハウスドルフ空間X における点列が収束するとき，ただ 1点に収束する。

証明. 点列を (xj : j ∈ N)で表し（Nは自然数の集合 {1, 2, 3, . . . }である），さらに (xj)と
簡略化する。(xj)の極限が pと qの二つあるものと仮定しよう。X はハウスドルフ空間であ
るから p ∈ U , q ∈ V , U ∩ V = ∅を満たす開集合 U , V がある。p，qはともに極限であるか
ら j ≥ N1および j ≥ N2について xj ∈ U , xj ∈ V となるような自然数N1, N2が存在する。
そのとき xj ∈ U ∩ V となるが，U ∩ V = ∅であるからそれは不可能である。したがって極
限は一つしかない。 ,
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収束しない点列もある。たとえば 1次元ユークリッド空間において 1, 2, 1, 2, 1, 2, . . . と 1
と 2をくり返す点列や，1, 2, 3, 4, 5, . . . と限りなく大きくなって行く点列は収束しない。

補題 1.7. X を位相空間，F をX の閉集合，(xj : j ∈ N)を F の点列とする。(xj : j ∈ N)
がX のある点 pに収束するならば p ∈ F である。

証明. pが F に属さない，したがって F の補集合X \F に属すると仮定してみよう。F は閉
集合であるからX \ F は開集合である。(xj : j ∈ N)が pに収束するから j ≥ N に対して
xj ∈ X \ F となるような自然数N がある。しかし，これは xj が F に属することに矛盾す
る。したがって p ∈ F である。 ,
これは閉集合の重要な特徴である。

1.8 距離空間における関数の連続性

それぞれが 1次元ユークリッド空間であるX から Y への関数 y = f(x)がX のある点 x0

で連続であるというのは，xが x0に近づくとき f(x)も f(x0)に近づくということである。正
確に言えば「xが x0に収束するとき，f(x)も f(x0)に収束する」ということであるが，別の
形では「どのような実数 εに対しても |x0 − x′| < δならば |f(x0)− f(x′)| < εとなるような
実数 δが存在する」と表される。
この二つの定義が同値（同じ内容）であることを確認してみよう。

補題 1.8. X から Y への関数 y = f(x)の x0における連続性について以下の二つの定義は同
値である。

(1). xが x0に収束するとき，f(x)も f(x0)に収束する。

(2). どのような実数 ε > 0に対しても |x0 − x′| < δならば |f(x0)− f(x′)| < εとなるよう
な実数 δ > 0が存在する。

証明. 関数 y = f(x)が x0において (1)の意味で連続であるとする。このとき |x0 − x′| < δ

ならば |f(x0)− f(x′)| < εとなるような実数 δ > 0が存在しないと仮定する。するとどんな
δ > 0についても

|x0 − x| < δ のとき |f(x0)− f(x)| ≥ ε

であるような点 xが存在する。δによってこの xは異なるかもしれない。各自然数 nについ
て δ = 1

n としてこのような xを一つづつ選んで点列 x1, x2, . . . , xnを作る（同じものが含ま
れていてもよい）。各 nについて

|x0 − xn| < 1
n
のとき |f(x0)− f(xn)| ≥ ε

が成り立っている。nを大きくしていくと |x0−xn|はゼロに収束していくが |f(x0)− f(xn)|
ははゼロに収束しない。したがって f(x)が (1)の意味で x0 において連続であるという仮定
と矛盾するので，求める δ > 0が存在しなければならない。
逆に関数 y = f(x)が x0 において (2)の意味で連続であるとする。X の点列 x1, x2, . . . ,

xn で nが大きくなるとき x0 に収束するものを一つとり，それに対応した Y の点列 f(x1),
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f(x2), . . . , f(xn)が f(x0)に収束しないと仮定する。するとある ε > 0についてどんなに大
きな番号N についても

n ≥ N のとき |f(x0)− f(xn)| ≥ ε

が成り立つような nが存在する。f(x)は (2)の意味で連続であると仮定したからこの εにつ
いて適当に δ > 0を選べば

|x0 − xn| < δ ならば |f(x0)− f(xn)| < ε

が成り立つはずである。一方点列 x1, x2, . . . , xnは x0に収束するから充分に大きなN につ
いて

n ≥ N ならば |x0 − xn| < δ

となる。どんなに大きなN についても n ≥ N のとき |f(x0)− f(xn)| ≥ εとなる nがある
からそのような nについて

|x0 − xn| < δ のとき |f(x0)− f(x′)| ≥ ε

であることになり，これは (2)の連続性の定義と矛盾する。したがって f(x)は (1)の意味で
も連続である。 ,
この補題とその証明は次に取り上げる距離空間における関数の連続性についてもそのまま

当てはまる（ユークリッドの距離を一般の距離で置き換えればよい）。
f(x)があらゆる x ∈ X において連続であるとき「X において連続」であると言う。2次元

以上のユークリッド空間における関数についてもユークリッドの距離を用いて同様に連続性
が定義される。ここで，たとえば 2次元ユークリッド空間X から Y への関数とは，平面上の
ある点に別の平面上のある点を対応させる関数である。X と Y の次元が異なる場合でも関数
は定義できる。X が 3次元で Y が 1次元の場合には 3次元空間内の点に実数を対応させる関
数となる。
距離空間における関数の連続性もユークリッド空間における連続性と同様であり次のよう

に表現される。

距離空間Xから Y への関数を f(x)，X，Y の距離をそれぞれ dX，dY とすると，
どのような実数 εに対しても dX(x0, x

′) < δならば dY (f(x0), f(x′)) < εとなる
ような実数 δが存在するとき，f(x)は x0において連続である。

やはり f(x)があらゆる x ∈ X において連続であるとき「X において連続」であると言う。
この定義を開球を用いて次のように言い換えることができる。

どのような実数 εに対しても x′ ∈ BX(x0, δ)ならば f(x′) ∈ BY (f(x0), ε)とな
るような実数 δが存在するとき，f(x)は x0において連続である。

1.9 位相空間における関数の連続性

位相空間においては関数の連続性は次のように定義される。
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定義 1.9 (位相空間における関数の連続性 (continuity)). 位相空間 X から Y への関数を
f : X −→ Y とする。あらゆる Y の開集合 V に対して f−1(V )がX の開集合であるとき，
f はX において連続であると言う。ここで

f−1(V ) = {x ∈ X : f(x) ∈ V }

であり，f によって V に含まれる点に移されるX の点の集合である。f−1(V )を f による V

の逆像と呼ぶ。

前節で示した距離空間における関数の連続性の定義が，距離空間を位相空間と見れば上記
の定義と一致することを次の補題で示す。

補題 1.9. X，Y を距離空間，f : X −→ Y をX から Y への関数とする。あらゆる Y の開
集合 V に対して f−1(V )がX の開集合であるとき，またそのときにのみ f はX において連
続である。

証明. f が連続であると仮定しよう。V を Y の開集合とし，x ∈ f−1(V )であるとする（xは
f によって V のある点に対応させられる点である）。f−1(V )が開集合であることを示すには，
BX(x, δ) ⊂ f−1(V )となる δ が存在することを示さなければならない。f(x)が V に属し，
V は開集合であるからBY (f(x), ε) ⊂ V を満たすような εが存在する。f は連続であるから
x′ ∈ BX(x, δ)ならば f(x′) ∈ BY (f(x), ε)となるような δがある。したがって x′ ∈ BX(x, δ)
であるようなどんな x′についても f(x′) ∈ V，すなわち x′ ∈ f−1(V )である。以上によって
f が連続ならば，あらゆる Y の開集合 V に対して f−1(V )がX の開集合であることが示さ
れた。
逆に，あらゆる Y の開集合 V に対して f−1(V ) が X の開集合であると仮定しよう。x

を X の任意の点とし，ある与えられた ε をとる。開球 BY (f(x), ε) は Y において開集合
であるから，その逆像 f−1(BY (f(x), ε)) は X において開集合であり，かつ x を含んでい
る。したがって BX(x, δ) ⊂ f−1(BY (f(x), ε)) が満たされるような δ が存在する。これは
f(BX(x, δ)) ⊂ BY (f(x), ε)を意味する。以上によって与えられた εに対して x ∈ BX(x, δ)
ならば f(x) ∈ BY (f(x), ε)となるような実数 δが存在することが示されたから f は連続であ
る。 ,
例 1.2. この補題での連続性の定義がごく普通の関数の連続性に対応していることを例によっ
て確かめてみよう。X, Y をともに Rとして X から Y への次のような関数 y = f(x)(x ∈
X, y ∈ Y )を考える。

y = x, x < 0のとき
y = 2, x = 0のとき
y = x, 0 < xのとき

この関数は明らかに x = 0において不連続な関数である。この関数について開区間 V = (1, 3)
をとると，f(x) ∈ V となる xの集合は (1, 3) ∪ {0}であるが，これは開集合ではない。
もう一つ例を考えてみよう。やはりRにおけるXからY への次のような関数 y = g(x)(x ∈

X, y ∈ Y )を考える。
y = x, x < 0のとき
y = x + 2, 0 ≤ x ≤ 1のとき
y = x + 4, 1 < xのとき
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この関数は x = 0と x = 1において不連続な関数である。この関数について開区間 V = (1, 4)
をとると，g(x) ∈ V となる xの区間は閉区間 [0, 1]である。

次に合成関数の連続性について考える。

補題 1.10. X, Y , Z を位相空間，f : X −→ Y , g : Y −→ Z をそれぞれX から Y，Y か
らZへの連続関数であるとする。そのときXからZへの f と gの合成関数 g ◦ f : X −→ Z

は連続である。

証明. V を Z の開集合とすると gは連続であるから g−1(V )は開集合であり，さらに f が連
続であるから f−1(g−1(V ))も開集合である。ここで f−1(g−1(V ))は gによって V ⊂ Zの点
に移されるような Y の点に移されるX の点の集合であるから，合成関数 g ◦ f によって V の
点に移されるX の点の集合 (g ◦ f)−1(V )であり，それが開集合であるから (g ◦ f)は連続で
ある。 ,
ここまでは関数の連続性を開集合を用いて表してきたが，閉集合を用いても同様に表すこ
とができる。

補題 1.11. X, Y を位相空間，f : X −→ Y をX から Y への関数であるとする。そのとき，
あらゆる Y の閉集合 V に対して f−1(V )がX の閉集合であるとき，またそのときにのみ f

はX において連続である。

証明. f−1(V )が閉集合であるとする。V は Y の部分集合であるから f によって V の点に移
される点の集合 f−1(V )のX における補集合は V の点に移されない，したがって V に含ま
れない Y の点に移される点の集合 f−1(Y \ V )に等しい。すなわち

X \ f−1(V ) = f−1(Y \ V )

を得る。f−1(V )と V が閉集合ならその補集合であるX \ f−1(V )と Y \ V は開集合である
から，この式は Y の開集合 Y \V の逆像がXの開集合X \ f−1(V )になることを意味し f は
連続である。
逆に f が連続であるとすると Y \ V が開集合なら f−1(Y \ V )も開集合である。上式より

V が閉集合なら f−1(V )も閉集合となる。 ,
有限個の閉集合の和集合として表される集合の関数の連続性について次の結果を示す。

補題 1.12. X，Y を位相空間，f : X −→ Y をX から Y への関数とする。X は閉集合A1,
A2, . . . , Ak の和集合X = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Ak で表され，f の各 Aj（j = 1, 2, . . . , k）への
制限（各Aj の点で定義された f の部分）が連続であるとする。そのとき f は連続である。

証明. 補題 1.11によって関数 f はあらゆる Y の閉集合 V に対して f−1(V )が閉集合であると
き連続である。V を Y の閉集合とすると，f の各 Ai への制限が連続であるから，すべての
i = 1, 2, . . . , kについて f−1(V ) ∩AiはAiの相対位相において閉集合である。AiはX の閉
集合であるからAiの部分集合はそれがX の閉集合である場合，またその場合にのみAiの閉
集合である。したがって f−1(V ) ∩AiはX の閉集合である。f−1(V )は i = 1, 2, . . . , kにつ
いての f−1(V )∩Aiの和集合であるが，有限個の閉集合の和集合は閉集合であるから f−1(V )
は閉集合であり，したがって補題 1.11によって f は連続である。 ,
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補題 1.13. f をX から Y への連続関数，x1, x2, x3, . . . をX の点 pに収束するX の点列で
あるとする。そのとき点列 f(x1), f(x2), f(x3), . . . は f(p)に収束する。

証明. V を f(p)を含む Y の開集合とする。f は連続であるから f−1(V )は pを含むX の開
集合である。したがって j ≥ N に対して xj ∈ f−1(V )となるような自然数N がある。その
とき j ≥ N に対して f(xj) ∈ V であるから，f(xj)は f(p)に収束する。 ,

1.10 同相・同相写像

定義 1.10 (恒等写像，包含写像，定値写像). 位相空間XからXへの連続関数 f(x)で，Xの
各点xにx自身を対応させる関数を恒等写像 (identity map)と呼び idXと表す（idは identity
の略である）。また，A ⊂ X について，Aの各点にその点自身を対応させるAからX への関
数を包含写像と呼び iAで表す（iは inclusionの略）。さらに，すべてのX の点をあるただ一
つの Y の点に対応させるX から Y への関数を定値写像と言う。

本稿では点から点への写像だけを考えるので「写像」と「関数」を同じ意味で用いる。

定義 1.11 (同相・同相写像 (homeomorphism)). X，Y を位相空間とする。次の条件を
満たすX から Y への関数 hを同相写像と呼ぶ。

(1). hは単射かつ全射である。そのとき Y からX への逆関数（逆写像）h−1が存在する。

(2). hも，その逆関数 h−1も連続である。

「単射」とはそれぞれの f(x)に対応する xがただ一つだけであることを，全射と
はすべての Y の点 y ∈ Y についてそれに対応する xが存在することを意味する。
単射かつ全射ならばすべての y ∈ Y に対応する xがあり，しかも一つの f(x)に
対応する xは一つだけであるからX の要素と Y の要素は一対一に対応する。そ
のとき全単射とも呼ばれる。hが全射でなければ Y の要素全体が対応しないので
逆関数は定義できない。また hが単射でなければある f(x)に対応する xが複数
あるのでやはり逆関数が定義できない。逆に hが単射かつ全射であればすべての
Y の要素に対してただ一つの xを対応させられるので逆関数を定義することがで
きる。

X から Y への同相写像が存在するとき二つの位相空間X と Y は同相であると言われる。そ
のときX と Y は同一の空間と見なしてもよい。hと h−1の合成関数はX の恒等写像である
（hによってX, Y の点が一対一に対応させられ，h−1によって逆向きに一対一に対応させら
れるから元のX に点に対応する），すなわち h ◦ h−1 = idX，また h−1と hの合成関数は Y

の恒等写像である，すなわち h−1 ◦ h = idY。
この同相という関係は次に定義する同値関係である。

定義 1.12 (同値関係 (equivalence relation)). ある集合の要素（x，y，zで代表させる）
についてのある関係Rが次の条件を満たすとき同値関係であると言う。

(1). 反射性 (reflexivity)： xRxである。

(2). 対称性 (symmetry)： xRyならば yRxである。
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(3). 推移性 (transitivity)： xRyかつ yRzならば xRzである。

補題 1.14. 同相という関係は同値関係である。

証明. 位相空間X についてX からX への恒等写像が同相写像となるので反射性が成り立つ
（X とX は同相）。ある関数 f がX から Y への同相写像であれば f−1が Y からX への同相
写像となるので対称性も成り立つ（X と Y が同相ならば Y とX も同相）。
位相空間Xと Y が同相，Y とZが同相であれば同相写像 f : X −→ Y と g : Y −→ Zが

存在する。f , gは全単射かつ連続であり，逆写像 f−1, g−1も全単射，連続である。したがっ
て合成写像 g ◦ f も全単射，連続，その逆写像 (g ◦ f)−1 = f−1g−1も全単射，連続であるか
ら g ◦ f がX から Z への同相写像となりX と Z は同相である。以上によって推移性も成り
立ち，同相という関係は同値関係であることが示された。 ,
例 1.3. 円（円周，内部両方含むもの）と三角形（周囲，内部を含む）は同相である。まず大
きさの異なる二つの円は明らかに同相である。二つの円の半径の比が 1 : t(t > 1)であるとす
る。二つの円を同心円にして配置し，その中心から外側へ向けて直線を引き，その直線に沿っ
て小さい方の円に属する点を中心から t倍の位置に移す関数を考え，それを円全体を覆うよう
に一周させると，小さい円全体と大きい円全体との同相写像が得られる。
次に適当な大きさの円を三角形の内部に入れる（内接させてもよい）。円の半径を r(> 0)

とする。円の中心から外側へ向けて直線を引き三角形の辺（または頂点）と交わった点と中
心との距離を λ(≥ r)とする（その点が円と三角形とが接する点であれば距離は rに等しい）。
その直線に沿って円に属する点を中心から λ

r 倍の位置に移す関数を考えると，これは同相写
像になる。同様にして円を一周させれば（直線が三角形の辺と交わる点の位置によっては λ

の値は異なるが），円全体と三角形全体との同相写像が得られる。

例 1.4. 1次元ユークリッド空間X = Rと開区間 Y = (−1, 1)は同相である。X から Y へ
の写像として

f(x) =
x

1 + |x| , x ∈ X

を考えると，これはX から Y への全単射かつ連続な関数である（f(0) = 0, x −→∞のとき
f(x) −→ 1, x −→ −∞のとき f(x) −→ −1である）。

y =
x

1 + |x|
として xについて解けば x ≥ 0（かつ y ≥ 0）のとき x = y

1−y，x < 0（かつ y < 0）のとき
x = y

1+y であるから

x =
y

1− |y|
となり，f の逆写像として

f−1(y) =
y

1− |y|
を得る。これも全単射，連続である（f−1(0) = 0, y −→ 1のとき f−1(y) −→∞, y −→ −1
のとき f−1(y) −→ −∞）。
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1.11 近傍，閉包，内部

はじめに近傍を定義する。

定義 1.13 (近傍 (neighborhood)). X を位相空間，xをX の点，N を xを含むX の部分
集合とする。x ∈ U および U ⊂ N を満たす開集合 U があるならば，N は xの近傍であると
言う。

補題 1.15. X を位相空間とすると，X の部分集合 V が V に含まれるあらゆる点の近傍であ
るとき，またそのときにのみX の開集合である。

証明. 近傍と開集合の定義により V が開集合であれば V はそれが含むあらゆる点の近傍で
ある。逆に，V がそれが含むあらゆる点の近傍であると仮定すると，V の任意の点について
v ∈ Uv, Uv ⊂ V となるような開集合 Uv が存在する。V はこのような Uv の和集合であるか
ら開集合である（V に属する点 vは v ∈ Uv を満たす Uv に属する。またすべての Uv は V に
含まれるからすべての Uv の和集合は V と一致する）。 ,
次に閉包と内部を定義する。

定義 1.14 (閉包 (closure)・内部 (interior)). (1). Xを位相空間，Aをその部分集合（部
分空間とも言う）とする。Aを含むXの閉部分集合全体の共通部分をXにおけるAの
閉包と呼び Āと表す。

(2). X を位相空間，Aをその部分集合とする。Aに含まれるX の開部分集合全体の和集合
をX におけるAの内部と呼びA0と表す。

Aの閉包は次のような特徴を持つ。

(1). Aの閉包 ĀはAを含む閉集合である。（閉集合の共通部分は閉集合である。）

(2). F をAを含む任意の閉集合とすると F は Āを含む。（Āは F と他の閉集合の共通部分
に含まれている。）

同様にAの内部は次のような特徴を持つ。

(1). Aの内部A0はAに含まれる開集合である。（開集合の和集合は開集合である。）

(2). U をAに含まれる任意の開集合とすると U はA0に含まれる。（A0は U と他の開集合
の和集合になっている。）

補題 1.16. X を位相空間，Aをその部分集合とする。Aの点列 x1, x2, x3, . . . がX の点 pに
収束するとき，pはAの閉包 Āの点である。

証明. F を Aを含む任意の閉集合とするとすべての j について xj ∈ F であるから p ∈ F で
ある（閉集合における点列の極限はその閉集合に属する，補題 1.7）。したがって p ∈ Āが得
られる。 ,
これは閉包の需要な性質である。pはAに含まれるとは限らない。たとえば 1次元ユークリッ
ド空間における開区間 (0, 1)の点列 1, 1

2 , 1
3 , . . . は 0に収束するが 0は (0, 1)には含まれない。

しかしその閉包 [0, 1]には含まれる。
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1.12 ユークリッド空間の積空間

X，Y をそれぞれユークリッド空間Rm，Rnの部分集合であるとする。X，Y の点はそれ
ぞれm個，n個の成分からなる座標（ベクトル）で表される。X のある点の座標と Y のあ
る点の座標とを並べて作られるm + n個の成分からなる座標で表される点はユークリッド空
間Rm+nの点と見なすことができる。そのような点全体の集合をX × Y で表しX と Y のデ
カルト積（Cartesian product，あるいは単に積）と呼ぶ。空間のデカルト積は積空間と呼ば
れる。

X × Y は Rm+nの部分集合である。X，Y の点をそれぞれ x，y，その座標を

x = (x1, x2, . . . , xm), y = (y1, y2, . . . , yn)

とするとX × Y の点とその座標は

(x,y) = (x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , yn)

と表される。またX × Y の 2点間の距離は次の式を満たす。

|(x,y)− (v,w)|2 = |x− v|2 + |y −w|2

これは距離の定義から導かれる。ここで vはX の点，wは Y の点である。
まず積空間における開集合について考えてみよう。

補題 1.17. X, Y をそれぞれ Rmと Rnの部分集合とする。次の条件が成り立つとき，また
そのときにのみX × Y の部分集合 U はX × Y において開集合である。

U の任意の点 (v,w)に対して

{(x,y) ∈ X × Y : |x− v| < δ1, |y −w| < δ2} ⊂ U

を満たす δ1 > 0, δ2 > 0が存在する。

証明. ユークリッド空間における開集合の定義によりX ×Y の部分集合U は，U の任意の点
(v,w)について

{(x,y) ∈ X × Y : |(x,y)− (v,w)| < δ} ⊂ U

が成り立つような δが存在するときX ×Y の開集合である。U のある点を (v,w)として，こ
の式が成り立つような δが存在すると仮定する。δ1 = δ2 = 1√

2
δとおくと δ2

1 + δ2
2 = δ2であ

る。したがって |x− v| < δ1, |y−w| < δ2であれば |(x,y)− (v,w)| < δが成り立つ（ユー
クリッド空間における距離の定義により）。ゆえに (x,y) ∈ U である。
逆に次の式が成り立つような δ1, δ2が存在すると仮定する。

{(x,y) ∈ X × Y : |x− v| < δ1, |y −w| < δ2} ⊂ U

δ1, δ2の内小さい方を δとおく。|(x,y)−(v,w)| < δであれば |x−v| < δ1かつ |y−w| < δ2

であり，(x,y) ∈ U である。 ,
次に積空間における関数の連続性について検討する。
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補題 1.18. X, Y , ZをそれぞれRm，Rn，Rkの部分集合とする。次の条件が成り立つとき，
またそのときにのみX × Y から Z への関数 f は連続である。

X × Y の任意の点 (v,w) および任意の実数 ε > 0 に対して，|x − v| < δ1，
|y−w| < δ2を満たすすべての x ∈ X，y ∈ Y について |f(x,y)− f(v,w)| < ε

が成り立つような δ1, δ2が存在する。

証明. f を上の条件を満たすX × Y から Z への関数とする。U を Z の開集合とし，f−1(U)
がX × Y の開集合であることを示す。

(v,w)を f−1(U)の点とすると f(v,w)は U の点である。U は Z の開集合であるから

{z ∈ Z : |z− f(v,w)| < ε} ⊂ U

を満たす実数 εがある。そのとき仮定により，|x − v| < δ1 および |y − w| < δ2 を満たす
x ∈ X, y ∈ Y について |f(x,y)− f(v,w)| < ε，したがって f(x,y) ∈ U が成り立つような
実数 δ1, δ2が存在する。ゆえに

{(x,y) ∈ X × Y : |x− v| < δ1, |y −w| < δ2} ⊂ f−1(U)

が得られるから，Z の各開集合 U について f−1(U)はX × Y において開集合であり，関数
f : X × Y −→ Z は連続である。
逆に f : X × Y −→ Z は連続であると仮定してみよう。(v,w)をX × Y の点とし，実数

ε > 0をとる。すると
{z ∈ Z : |z− f(v,w)| < ε}

は Z の開集合であり，その逆像もX × Y において開集合である。よって補題 1.17より

{(x,y) ∈ X × Y : |x− v| < δ1, |y −w| < δ2}

が {z ∈ Z : |z − f(v,w)| < ε}の逆像に含まれるような実数 δ1, δ2 が存在する。これは
|x−v| < δ1，|y−w| < δ2を満たすすべてのx ∈ X, y ∈ Y について |f(x,y)−f(v,w)| < ε

であることを意味する。 ,
次に積空間の部分集合が開集合となる条件について考えてみよう。

補題 1.19. X, Y をそれぞれ Rm, Rnの部分集合とする。X × Y の部分集合 U は次の条件
が満たされるとき，またそのときにのみX × Y の開集合である。

任意の U の点 (v,w)について v ∈ V ,w ∈ W かつ V ×W ⊂ U を満たすような
X の開集合 V と Y の開集合W が存在する。

証明. U を X × Y の開集合とする。そのとき補題 1.17より次の式を満たすような δ1 > 0,
δ2 > 0が存在する。

{(x,y) ∈ X × Y : |x− v| < δ1, |y −w| < δ2} ⊂ U

ここで
V = {x ∈ X : |x− v| < δ1}, W = {y ∈ Y : |y −w| < δ2}
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とおくと，V はXの開集合，W は Y の開集合であり，v ∈ V , w ∈ W , V ×W ⊂ U となる。
逆にU がX × Y の部分集合でU の任意の点 (v,w)についてX, Y の開集合 V , W があっ

て v ∈ V , w ∈ W かつ V ×W ⊂ U が成り立つと仮定する。すると (v,w)について

{x : |x− v| < δ1} ⊂ V

および
{y : |y −w| < δ2} ⊂ W

となるような δ1 > 0, δ2 > 0が存在する。そのとき

{(x,y) ∈ X × Y : |x− v| < δ1, |y −w| < δ2} ⊂ V ×W ⊂ U

が成り立つ。したがって補題 1.17より U はX × Y の開集合である。 ,

1.13 一般の積空間と積位相

集合 X1, X2, . . . , Xn のデカルト積 (Cartesian product)X1 × X2 × · · · × Xn は i =
1, 2, . . . , nについて xi ∈ Xi として (x1, x2, . . . , xn)で表される点全体の集合である。2次
元，3次元のユークリッド空間 R2, R3 はそれぞれ Rのデカルト積 R × R, R × R × Rに等
しい。デカルト積は複数の変数を持つ関数の定義域を表すのによく用いられる。たとえばX,
Y , Z を集合として関数 Z の要素がX，Y の要素によって決まるならばX × Y から Z への
関数 f(x, y) : X × Y −→ Z が得られる。X, Y , Z を位相空間としてX × Y から Z への関
数の連続性について考えてみよう。そのためにX と Y の位相からX × Y の位相が自然に導
かれることを示す。このようにして得られるX × Y の位相を積位相 (product topology)と
言う。

V , W がそれぞれX, Y の開集合であるとき次のようにしてX × Y の部分集合が開集合で
あることが定義される。

定義 1.15. X, Y を位相空間とする。X × Y の部分集合 U は，次の条件を満たすとき（積
位相において）X × Y の開集合であると言われる。

任意の (x, y) ∈ U について X, Y の開集合 V , W で x ∈ V , y ∈ W かつ
V ×W ⊂ U となるものがある。

集合 V ×W の要素は v ∈ V , w ∈ W として (v, w)のように表される vとwの対である。な
お空集合はX × Y の開集合と見なされる。

まずこのようにして定義されたX × Y の開集合の組が位相になることを見てみる。位相に
なるとは位相空間の開集合としての条件を満たすことである。

補題 1.20. X, Y を位相空間とすると，X × Y の開集合の組は位相である。

証明. 定義によって空集合と全体の集合X × Y はX × Y における開集合である（X × Y に
ついては V , W としてX, Y 自身をとればよい）。

E をX × Y のいくつかの開集合の組全体の和集合（無限個でもよい），(x, y)をその点と
する。すると，その組に含まれるある開集合Dについて (x, y) ∈ Dである。したがって（上
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の定義から）X, Y の開集合 V , W で x ∈ V , y ∈ W かつ V ×W ⊂ Dを満たすものがある。
そのとき V ×W ⊂ E であるからE はX × Y の開集合である。

X × Y の開集合 U1, U2, . . . , Umについて U = U1 ∩U2 ∩ · · · ∩Um，(x, y)を U の点とす
る（(x, y)は U を構成するすべての集合に属している）。するとすべての k = 1, 2, . . . , mに
ついてX, Y の開集合 Vk, Wk で x ∈ Vk, y ∈ Wk かつ Vk ×Wk ⊂ Uk を満たすものがある。

V = V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vm, W = W1 ∩W2 ∩ · · · ∩Wm

とおくとx ∈ V , y ∈ W である（xは各Vkに，yは各Wkに属している）。また，k = 1, 2, . . . , m

について V ×W ⊂ Vk ×Wk ⊂ Ukであるから V ×W ⊂ U である。したがってU はX × Y

の開集合である。以上によってX × Y の開集合は位相であることが示された。 ,
上のように定義されたX × Y の位相が積位相である。積位相は 2つ以上任意の有限個の集

合のデカルト積に拡張できる。

定義 1.16. X1, X2, . . . , Xnを位相空間とする。デカルト積X1 ×X2 × · · · ×Xnの部分集
合U は次の条件を満たすとき（積位相において）X1×X2× · · · ×Xnの開集合であると言わ
れる。

任意の U の点 pについて Xi(i = 1, 2, . . . , n)の開集合 Vi で {p} ⊂ V1 × V2 ×
· · · × Vn ⊂ U となるものがある。

やはり空集合はX1 ×X2 × · · · ×Xnの開集合と見なされる。

この定義にもとづいて 2つ以上任意の有限個の集合のデカルト積の位相について考えてみ
よう。

補題 1.21. X1, X2, . . . , Xnを位相空間とすると，X1 ×X2 × · · · ×Xnの開集合の組は位
相である。

証明. X = X1 ×X2 × · · · ×Xnとする。定義によって空集合とX 自身は開集合である（X

自身については ViとしてXiをとればよい）。
EをX のいくつかの開集合の組の和集合，pをその点とする。すると，その組に含まれる

ある開集合Dについて p ∈ Dである。したがってXiの開集合 Vi(i = 1, 2, . . . , n)で

{p} ⊂ V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vn ⊂ D ⊂ E

を満たすものがある。ゆえにE はX の開集合である。
Xの開集合U1, U2, . . . , UmについてU = U1∩U2∩· · ·∩Um，pをU の点とする（pはU を

構成するすべての集合に属している）。すると k = 1, 2, . . . , m, i = 1, 2, . . . , nについてXiの
開集合Vkiで {p} ⊂ Vk1×Vk2×· · ·×Vkn ⊂ Ukを満たすものがある。Vi = V1i∩V2i∩· · ·∩Vmi

とすると
{p} ⊂ V1 × V2 × · · · × Vn ⊂ Vk1 × Vk2 × · · · × Vkn ⊂ Uk

が k = 1, 2, . . . , m について成り立つ（i = 1, 2, . . . , n について Vi はすべての Vki(k =
1, 2, . . . , m)に含まれる）。したがって {p} ⊂ V1 × V2 × · · · × Vn ⊂ U であり，U は開集
合となる。以上によってX1×X2×· · ·×Xnの開集合の組が位相であることが示された。 ,
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これを踏まえて 2つ以上任意の有限個の集合のデカルト積における関数の連続性について
考えよう。

補題 1.22. X1, X2, . . . , Xnおよび Z を位相空間とする。そのときX1 ×X2 × · · · ×Xnか
ら Z への関数 f : X1 ×X2 × · · · ×Xn −→ Z は次の条件が満たされるとき，またそのとき
にのみ連続である。

任意のX1 ×X2 × · · · ×Xnの点 pと f(p)を含む任意の Z の開集合 U に関して
i = 1, 2, . . . , nについて，p ∈ V1×V2×· · ·×Vnかつ f(V1×V2×· · ·×Vn) ⊂ U

を満たすようなXiの開集合 Viが存在する。

証明. i = 1, 2, . . . , nについて Vi を Xi の開集合，U を Z の開集合とする。すると f(V1 ×
V2 × · · · × Vn) ⊂ U のとき，またそのときにのみ V1 × V2 × · · · × Vn ⊂ f−1(U)である（こ
れは f−1の定義から導かれる）。したがって，f(p) ∈ U を満たすX1 ×X2 × · · · ×Xnの任
意の点 pについて f(V1 × V2 × · · · × Vn) ⊂ U を満たすXi(i = 1, 2, . . . , n)の開集合 Viが存
在するとき，またそのときにのみ f−1はX1 ×X2 × · · · ×Xnの積位相において開集合であ
る。 ,

X1, X2, . . . , Xnを位相空間，ViをXi(i = 1, 2, . . . , n)の開集合とすると積位相の定義か
ら V1 × V2 × · · · × VnはX1 ×X2 × · · · ×Xnの開集合である。

定理 1.23. X = X1 ×X2 × · · · ×Xnとする。ここでX1, X2, . . . , Xnは位相空間であり，
X には積位相が与えられている。また各 iについて pi : X −→ Xiを (x1, x2, . . . , xn) ∈ X

を xiに移す関数とする。

piによってすべての (x1, x2, . . . , xn)が xiに移される。このような関数を射影関
数 (projection function)と呼ぶ。

そのとき，p1, p2, . . . , pnは連続であり，また pi ◦ f : Z −→ Xi(i = 1, 2, . . . , n)が連続であ
るとき，またそのときにのみ f : Z −→ X は連続である。

証明. V をXiの開集合とすると

p−1
i (V ) = X1 × · · · ×Xi−1 × V ×Xi+1 × · · · ×Xn

となるから p−1
i (V )はX において開集合である。したがって pi : X −→ Xiはすべての iに

ついて連続である。f : Z −→ X が連続であるとすると，各 iについて pi ◦ f : Z −→ Xi

は連続関数の合成関数となり，それ自身連続である。
逆に各 iについて pi ◦ f : Z −→ Xiが連続であると仮定する。U をX の開集合とすると

き f−1(U)が Z の開集合であることを示さなければならない。
zをf−1(U)の点とし，f(z) = (u1, u2, . . . , un)とする。UはXの開集合であるからX1, X2,

. . . , Xnそれぞれの開集合V1, V2, . . . , Vnですべての iについてui ∈ ViでV1×V2×· · ·×Vn ⊂
U を満たすものがある。ここで

Nz = f−1
1 (V1) ∩ f−1

2 (V2) ∩ · · · ∩ f−1
n (Vn)

とおく。i = 1, 2, . . . , nについて fi = pi ◦ f である。すべての iについて ui ∈ Vi であるか
ら z ∈ Nz である。また各 iについて Vi がXi の開集合で，fi が連続であるから f−1

i (Vi)は
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Z の開集合である。Nz は開集合の有限個の共通部分であるからそれ自身 Z の開集合であり，
さらに

f(Nz) ⊂ V1 × V2 × · · · × Vn ⊂ U

であるからNz ⊂ f−1(U)である。f−1(U)はそれに含まれるすべての zについてのNz の和
集合に等しいので開集合である（f−1(U)に含まれるすべての zについてNz ⊂ f−1(U)であ
る）。したがって f : Z −→ X は連続である。 ,
次の補題では n次元ユークリッド空間 Rnの位相と n個の Rのデカルト積の位相との関係

を考える。

補題 1.24. n次元ユークリッド空間 Rnのユークリッドの距離による位相は Rnを Rのデカ
ルト積と見なしたときの位相と一致する。

証明. Rn の部分集合 U が Rのデカルト積における積位相において開集合であるとき，また
そのときにのみ（ユークリッドの距離による位相において）Rnの開集合であることを示さな
ければならない。

U を Rnの開集合，u ∈ U とする。すると

B(u, δ) = {x ∈ Rn : |x− u| < δ}

について B(u, δ) ⊂ U が成り立つような δ > 0が存在する。I1, I2, . . . , In を次の式で定義
される Rにおける開区間とする。

Ii = {t ∈ R : ui − δ√
n

< t < ui +
δ√
n
} (i = 1, 2, . . . , n)

I1, I2, . . . , Inは Rの開集合である。さらにすべての x ∈ I1 × I2 × · · · × Inについて

|x− u|2 =
n∑

i=1

(xi − ui)2 < n

(
δ√
n

)2

= δ2

であるから
{u} ⊂ I1 × I2 × · · · × In ⊂ B(u, δ) ⊂ U

が成り立つ。したがって Rn のユークリッドの距離による位相における任意の開集合 U は n

個の Rのデカルト積としての Rnにおける位相においても開集合である。
逆にUをデカルト積としてのRnの開集合とし，u ∈ Uとする。そのとき各 i(i = 1, 2, . . . , n

について ui ∈ Viであり，かつ V1 × V2 × · · ·Vn ⊂ U を満たすRの開集合 V1, V2, . . . , Vnが
存在する。したがって各 iについて (ui − δi, ui + δi) ⊂ Viとなるような δi > 0がある。δを
そのような δiの内の最小のものとすると x ∈ B(u, δ)であれば（x = (x1, x2, . . . , xn)）すべ
ての iについて |xi − ui| < δであるから

B(u, δ) ⊂ V1 × V2 × · · ·Vn ⊂ U

を得る。以上によって n個の Rのデカルト積としての Rnの位相における開集合 U は Rnの
ユークリッドの距離による位相においても開集合である。 ,
次の結果は定理 1.23，補題 1.24から導かれる。
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系 1.25. X を位相空間，f : X −→ RnをX から Rnへの関数とし，すべての x ∈ X につ
いて

f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fn(x))

と書き表す。f の成分 f1, f2, . . . , fnはそれぞれX からRへの関数である。そのとき f は各
成分 f1, f2, . . . , fnが連続のとき，またそのときにのみ連続である。

X を位相空間として f , gがX から Rへの連続関数であるとき，f + g, f − g, f · g（合
成関数ではなく f の値と g の値の積）は連続である。まず s(x, y) = x + y, p(x, y) = xy

で定義される実数の和と積，s : R2 −→ R, p : R2 −→ Rは明らかに連続である。また
h(x) = (f(x), g(x))で定義される関数 h : X −→ R2によって f + g = s ◦h，f · g = p ◦hと
表される。さらに，系 1.25より hは連続である。連続関数の合成関数は連続であるから f +g，
f · gが連続であることがわかる。また−gは連続であるから f − g = f +(−g)も連続である。
最後にハウスドルフ空間のデカルト積がハウスドルフ空間であることを見ておこう。

補題 1.26. ハウスドルフ空間X1, X2, . . . , Xnのデカルト積X1 ×X2 × · · · ×Xnはハウス
ドルフ空間である。

証明. X = X1 ×X2 × · · · ×Xnとし，u = (x1, x2, . . . , xn), v = (y1, y2, . . . , yn)をX の異
なる 2点とする。すると 1から nまでの少なくともある一つの番号 iについて xi 6= yiとなっ
ている。そのとき各Xiはハウスドルフ空間であるからXiの開集合 U , V で xi ∈ U , yi ∈ V

かつ U ∩ V = ∅を満たすものがある。pi : X −→ Xiを射影関数とすると，piは連続である
から p−1

i (U), p−1
i (V )はX の開集合である。さらに xi ∈ U , yi ∈ V であるから u ∈ p−1

i (U),
v ∈ p−1

i (V )かつ p−1
i (U) ∩ p−1

i (V ) = ∅となる（すなわち u ∈ U ′, v ∈ V ′かつ U ′ ∩ V ′ = ∅
となるような開集合U ′, V ′がある。U ∩V = ∅であるから p−1

i (U)∩ p−1
i (V ) = ∅である）の

でX はハウスドルフ空間である。 ,

1.14 コンパクト空間

X を位相空間，Aをその部分集合とする。X の部分集合の組があり，Aのあらゆる点がそ
の部分集合の少なくとも一つに属しているとき，その部分集合の組がAを被覆する (cover)と
言う。特にその部分集合がすべて開集合である場合，部分集合の組を開被覆と呼ぶ。
U と V がある位相空間X の開被覆であるとき，V に含まれる集合がすべて U に含まれて

いるならば，V は U の部分被覆であると言う。ここで「コンパクト空間」を定義する。

定義 1.17 (コンパクト空間 (compact space)). 位相空間X のすべての開被覆が有限個の
集合からなる部分被覆（有限部分被覆）を持つときX はコンパクト空間であると言う。

「有限個の集合からなる部分被覆」とは有限個の開集合の組でX を被覆することを意味す
る。この定義はX が常に有限部分被覆を持つということを言っているのではなく，無限個の
開集合でX を被ったつもりでも実は有限個の開集合で被われている，あるいは同じことであ
るが，無限個の集合の組でなければX を被えないような開被覆はないということを意味して
いる。いささかわかりにくいがユークリッド空間の場合にはもっとわかりやすい話になる。
相対位相を持つ位相空間のコンパクト性について次の結果を得る。
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補題 1.27. X を位相空間とする。X の部分集合Aは次の条件が満たされるとき，またその
ときにのみAの相対位相においてコンパクトである。

Aを被覆するX の開集合のいかなる組 U についても，A ⊂ V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vrと
なるような U に含まれる有限個の集合の組 V1, V2, · · · , Vr がある。

証明. Aの部分集合BはX のある開集合 V によって V ∩Aと表されるとき，またそのとき
にのみ Aの開集合である。したがって A ⊂ V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vr となっていれば Aは V1 ∩ A,
V2 ∩A, . . . , Vr ∩Aによって被覆され，またそうなっていなければ被覆されない。 ,
次に 1次元ユークリッド空間における閉じた区間のコンパクト性について考えてみるが，そ

の前に次の定理の証明に必要となる実数の性質を見ておこう。

定義 1.18 (実数の集合の上界 (upper bound)・下界 (lower bound)). Dを実数の集合
（すなわち Rの部分集合）とする。ある実数 uがすべての x ∈ Dに対して x ≤ uを満たすと
きDの上界と呼ぶ。そのような上界が存在する場合，Dは上に有界 (bounded above)であ
ると言う。また，ある実数 lがすべての x ∈ Dに対して x ≥ lを満たすときDの下界と呼ぶ。
そのような下界が存在する場合，Dは下に有界 (bounded below)であると言う。

u，lは一つだけではなく条件を満たす実数がすべて上界，下界である。

定義 1.19 (実数の集合の上限 (supremum)・下限 (infimum)). Dを上に有界な実数の集
合とする。ある実数 sがDの上界であって，かつすべてのDの上界 uに対して s ≤ uを満
たすとき，Dの上限と呼び，supDと表す。上限は最小の上界である。

Dを下に有界な実数の集合とする。ある実数 tがDの下界であって，かつすべてのDの下
界 lに対して t ≥ lを満たすとき，Dの下限と呼び，infDと表す。下限は最大の下界である。

上限，下限自身がDに属するとは限らない。もし上限がDに属せばそれはDの最大値で
あり，下限がDに属せばそれはDの最小値である。逆に上限がDに属さないときにはDに
最大値は存在せず，下限がDに属さないときにはDに最小値は存在しない。
ここで次の公理を提示する。

上限の公理 上に有界で空集合ではない実数の集合には上限が存在する。

下限の公理 下に有界で空集合ではない実数の集合には下限が存在する。

これらは公理であるから成り立つものとして話を進めて行けばよいのだが，次の公理から導
くこともできる。

Dedekindの連続性公理 D, E が実数（R）の部分集合で

(1). R = D ∪ E, D ∩ E, = ∅ D 6= ∅, E 6= ∅
(2). x ∈ D，y ∈ E ならば x < yである

を満たすならば，Dが最大値を持つか，Eが最小値を持つか，いずれかただ一つが成り
立つ。このような実数の分け方を切断と呼ぶ。

これは実数を二つの部分に分けたとき，その切れ目も実数であってどちらかの部分に属して
いるということであり，実数の集合がつながっているということを意味するものである
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有理数の集合はつながっていない。たとえば
√

2より小さくない有理数と大きく
ない有理数に分けると

√
2自身は有理数ではなくどちらの組にも含まれないので，

それぞれの組に最大値あるいは最小値はない。

この公理から上の二つの公理が導かれることを確認しておこう。
実数の集合 Sが上に有界であると仮定する。このとき実数全体Rを次の二つの組に分ける。

A = {S の上界でない数の全体 }, B = {S の上界の全体 }

これら以外に Sに属する実数はなく，Aに属する数はBに属する数より小さいのでこの分け
方は実数の切断になっている。したがって連続性公理によってAに最大値があるかBに最小
値がある。Aに最大値があると仮定してその最大値を αとすると，それは Sの上界ではない
から S に α < sとなるような sがある。そこで β = 1

2(α + s)とおけば α < β < sであるか
ら βは S の上界ではない。したがって βはAに属さなければならいないがこれは αがAの
最大値であることと矛盾する。よってBに最小値が存在し，それが上限となる。
下限についても同様にして証明できる。実数の集合 S が下に有界であると仮定し，実数全

体 Rを次の二つの組に分ける。

A = {S の下界でない数の全体 }, B = {S の下界の全体 }

これら以外に Sに属する実数はなく，Aに属する数はBに属する数より大きいのでこの分け
方は実数の切断になっている。したがって連続性公理によってAに最小値があるかBに最大
値がある。Aに最小値があると仮定してその最小値を αとすると，それは Sの下界ではない
から S に s < αとなるような sがある。そこで β = 1

2(s + α)とおけば s < β < αであるか
ら βは S の下界ではない。したがって βはAに属さなければならいないがこれは αがAの
最小値であることと矛盾する。よってBに最大値が存在し，それが下限となる。

定理 1.28 (ハイネ・ボレル (Heine-Borel)の定理). a，bを a < bであるような実数とす
るとき，閉区間 [a, b]はコンパクトである。

証明. U を [a, b]の各点がその中の少なくとも一つの開集合に含まれているようなRの開集合
の組であるとする。以下では [a, b]が有限個のそのような開集合で被覆されることを示す。

Sを [a, τ ]が U に属する有限個の開集合で被覆されるような区間となる τ ∈ [a, b]の集合と
し，s = supS とする。sは U のある集合W に属している (s ∈ W )。W は Rの開集合であ
るから (s− δ, s + δ) ⊂ W を満たす δ > 0が存在する。さらに s− δは S の上限ではないか
ら τ > s − δを満たす τ ∈ S が存在する。したがって S の定義により，[a, τ ]は U に属する
有限個の開集合の組 V1, V2, . . . , Vr によって被覆される。

t ∈ [a, b]を τ ≤ t < s + δを満たすようにとる。すると

[a, t] ⊂ [a, τ ] ∪ (s− δ, s + δ) ⊂ V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vr ∪W

が成り立つから，[a, t]は有限個の開集合で被覆され t ∈ S である。特に s ∈ S であり，さら
に s = bである。なぜならばそうでなければ sは S の上界とはならない（s < bであれば，
s− δ < t < s + δを満たす tが Sに属する。しかし，たとえば t = s + 1

2δとすると t > sと
なり sが Sの上界とはならない）。したがって b ∈ Sであり [a, b]は U に属する有限個の間集
合の組によって被覆される。 ,
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このように閉区間はコンパクトであるが，開区間はコンパクトではない。開区間 (−1, 1)を
考えてみよう。開区間の組 (−1 + 1

n , 1 − 1
n)(n = 2, 3, . . . )をとると (−1, 1)はこの開区間の

無限個の組によって被覆される（(−1, 1)に属するいかなる点もいずれかの (−1 + 1
n , 1 − 1

n)
に属する）。しかし，どうのように有限個の (−1 + 1

n , 1 − 1
n)をとっても (−1, 1)を被覆する

ことはできず，(−1, 1)はコンパクトではない。
次にコンパクトな位相空間の閉部分集合（閉集合であるような部分集合）もコンパクトで

あることを示す。

補題 1.29. Aをあるコンパクトな位相空間X の閉部分集合であるとすると，Aはコンパク
トである。

証明. U をAを被覆するXの開集合の組であるとする。U に開集合X \Aを付け加えるとX

を被覆する開被覆を得る（U に属する開集合の和集合はAを含む。したがってそれとX \A

との和集合はX を含む）。X はコンパクトであるからこの開被覆には有限の部分被覆がある。
さらに Aは，この有限部分被覆に属する U の集合の組に属する開集合によって被覆される。
したがって補題 1.27によりAはコンパクトである。 ,
次にコンパクトな集合の点から連続関数によって移される点の集合もまたコンパクトであ
ることを示す。

補題 1.30. f を位相空間X から Y への連続関数，AをX のコンパクトな部分集合とする。
そのとき f(A)は Y のコンパクトな部分集合である（f(A)は関数 f によって Aの点から移
される点全体の集合）。

証明. Vを f(A)を被覆する Y の開集合の組であるとすると，Aは V ∈ Vに対する f−1(V )と
いう形の開集合全体によって被覆される。つまりそのような f−1(V )の組はAの開被覆であ
る。Aはコンパクトであるから有限部分被覆，すなわちVに属する有限個の集合V1, V2, . . . , Vk

で次の条件を満たすものがある。

A ⊂ f−1(V1) ∪ f−1(V2) ∪ · · · ∪ f−1(Vk)

そうすると f(A) ⊂ V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vk が成り立ち f(A)はコンパクトである ,
f(A) の任意の点は f によって A のある点から移されるが，A の点はすべて
f−1(V1) ∪ f−1(V2) ∪ · · · ∪ f−1(Vk) に含まれている。つまり，f(A) の点はい
ずれかの f−1(Vi)（i = 1, 2, . . . , k）の点から f によって移されたものであるの
で，V1, V2, . . . , Vk の少なくとも一つに含まれているのである。

次にコンパクトな位相空間上の実数値関数（Rへの関数）は上にも下にも有界であること
を示す。

補題 1.31. f をコンパクトな位相空間X から 1次元ユークリッド空間（実数の空間）Rへの
連続関数とする。そのとき f はX において上，下に有界である。

証明. 補題 1.30より f(X) の値域はコンパクトである。R はある自然数 m ∈ N によって
(−m,m)の形に表される開区間の組によって被覆される（mを 1から順にとり，無限個の開
区間の和集合を考えればよい）。
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無限個の和集合を考えると言ってもmが無限大という数になり得ると考えるわけ
ではない。Rに属する（その絶対値が）いかに大きな実数もmを充分に，つまり
その数より大きくとれば (−m,m)の和集合に含まれるということである。

その部分集合である f(X)の値域もそのような開区間の組によって被覆されるが，コンパク
ト性によって有限個のそのような区間 I1, I2, . . . , Ik によって被覆される。したがってM を
(−M, M)が I1, I2, . . . , Ik の中で最大の区間となるようにとれば f(X) ⊂ (−M, M)となる。
ゆえに f は上にも下にも有界である。 ,
これを踏まえてコンパクトな位相空間上の実数値関数には最大値，最小値が存在すること

を示す。

補題 1.32. f をコンパクトな位相空間 X から R への連続関数とする。そのときすべての
x ∈ X について f(u) ≤ f(x) ≤ f(v)となるようなX の点 u, vがある。

証明. m = inf{f(x) : x ∈ X}, M = sup{f(x) : x ∈ X}とする（m = inf{f(x) : x ∈ X}
はすべての x ∈ X についてm ≤ f(x)を満たす最大の実数で下限，またM = sup{f(x) :
x ∈ X}はすべての x ∈ X についてM ≥ f(x)を満たす最小の実数で上限である。m，M 自
身が f(x)の値であるとは限らないので最大値，最小値とは意味が異なる。最大値，最小値は
X に含まれる xについての f(x)の値でなければならない。）もしすべての x ∈ X について
f(x) < M であるとすると，x ∈ X について g(x) = 1

M−f(x) となるような関数を考えれば，
連続でかつ上に有界ではない（g(x) = 1

M−f(x) は y = f(x)と z = 1
M−y の合成関数であり，

それぞれは連続である。またM は f(x)の上限であるからいくらでもM に近い f(x)の値が
ある。もしあるM ′ < M について f(x) ≤ M ′であればM は上限ではない。）。しかしこれは
補題 1.31に矛盾する。したがって f(v) = M となる v ∈ Xがある。同様に，すべての x ∈ X

について f(x) > mであるとすると，x ∈ X について h(x) = 1
f(x)−m となるような関数を考

えれば，連続でかつ上に有界ではない（mは f(x)の下限なのでいくらでもmに近い f(x)の
値がある。もしあるm′ > mについて f(x) ≥ m′ であればmは下限ではない。）。したがっ
て f(u) = mとなる u ∈ X がある。mとM の定義から f(u) ≤ f(x) ≤ f(v)である。 ,
この補題は非常に重要なものであり，経済学においてもよく用いられている。
次に距離空間におけるコンパクトな部分集合が閉集合であることを示す（距離空間のコン

パクト性については後でより詳しく検討する）。

補題 1.33. Aを距離空間X のコンパクトな部分集合とするとAは閉集合である。

証明. pを Aに含まれないX の点，dをX の距離関数として f(x) = d(x, p)とする。Aは
コンパクトであるから補題 1.32よりすべての a ∈ Aについて f(a) ≥ f(q)となるような点
q ∈ Aがある（qは pに最も近い Aの点である。）。q 6= pであるから f(q) > 0である。δを
0 < δ ≤ f(q)を満たす実数とすると pを中心とする半径 δ の開球は Aの補集合に含まれる
（この開球のすべての点 xについて f(x) < f(q)であるから）。したがって，Aの補集合はX

の開集合となりAは閉集合である。 ,
次にハウスドルフ位相空間のコンパクトな部分集合とその補集合に含まれる点とが適当な

開集合によって分けられることを示す。
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補題 1.34. Xをハウスドルフ位相空間，KをXのコンパクトな部分集合とする。xをX \K

の点とすると x ∈ V , K ⊂ W , V ∩W = ∅を満たすようなX の開集合 V , W がある。

証明. Xはハウスドルフ空間であるから各y ∈ Kに対してx ∈ Vx,y, y ∈ Wx,y, Vx,y∩Wx,y = ∅
を満たすような開集合 Vx,y, Wx,y が存在する。そのとき，K はコンパクトであるからK が
Wx,y1 ∪Wx,y2 ∪ · · · ∪Wx,yr に含まれるような有限集合 {y1, y2, . . . , yr}がある（K に含まれ
るすべての y ∈ K に対するWx,y の和集合にK は含まれるからその和集合はK の開被覆と
なる。K のコンパクト性によって部分被覆が存在する）。

V = Vx,y1 ∩ Vx,y2 ∩ · · · ∩ Vx,yr , W = Wx,y1 ∪Wx,y2 ∪ · · · ∪Wx,yr

と定義すると，V , W は開集合であり，x ∈ V , K ⊂ W かつ V ∩W = ∅である（Vx,y1 ∩
Vx,y2 ∩ · · · ∩Vx,yr に含まれる点はすべての Vx,yi(i = 1, 2, . . . , r)に含まれているから，Wx,y1 ,
Wx,y2 , . . . , Wx,yr のいずれにも含まれず，したがってW = Wx,y1 ∪Wx,y2 ∪ · · · ∪Wx,yr に
含まれない）。 ,
これを踏まえてハウスドルフ位相空間のコンパクトな部分集合が閉集合であることを示す。

系 1.35. ハウスドルフ位相空間のコンパクトな部分集合は閉集合である。

証明. K をハウスドルフ位相空間 X のコンパクトな部分集合とする。補題 1.34より各 x ∈
X \Kに対して x ∈ Vx, Vx ∩K = ∅となるような開集合 Vxが存在する。そのときX \Kは
それに含まれるすべての xについての開集合 Vxの和集合に等しいからそれ自身開集合である
（Vx ∩K = ∅なのでK の点は Vxの和集合には含まれず，一方X \K の点はすべてが含まれ
る）。X \K が開集合であるからK は閉集合である。 ,
次に，ハウスドルフ位相空間の共通部分を持たない二つのコンパクトな部分集合はそれぞ

れを含む開集合によって分けられることを示す。

補題 1.36. X をハウスドルフ位相空間，K1, K2（K1 ∩K2 = ∅）をX のコンパクトな部分
集合とする。そのとき，K1 ⊂ U1, K2 ⊂ U2, U1 ∩ U2 = ∅を満たすような開集合 U1, U2 が
存在する。

証明. 補題 1.34より各 x ∈ K1について x ∈ Vx, K2 ⊂ Wx, Vx ∩Wx = ∅となるような開集
合 Vx, Wxが存在する。そのとき，K1がコンパクトであるから

K1 ⊂ Vx1 ∪ Vx1 ∪ · · · ∪ Vxr

となるようなK1の有限個の点の集合 {x1, x2, . . . , xr}が存在する。

U1 = Vx1 ∪ Vx1 ∪ · · · ∪ Vxr , U2 = Wx1 ∩Wx1 ∩ · · · ∩Wxr

と定義すると U1, U2 は開集合であり，K1 ⊂ U1, K2 ⊂ U2 かつ U1 ∩ U2 = ∅が成り立つ
（Wx1 ∩ Wx1 ∩ · · · ∩ Wxr に含まれる点はすべてのWxi(i = 1, 2, . . . , r)に含まれているか
ら，Vx1 , Vx2 , . . . , Vxr のいずれにも含まれず，したがって Vx1 ∪ Vx1 ∪ · · · ∪ Vxr に含まれな
い）。 ,
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ここまでに得られた結果をもとに，コンパクト位相空間からハウスドルフ空間への連続関
数において，そのコンパクト位相空間の閉部分集合に含まれる点から移される点の集合が閉
集合であることを示す。

補題 1.37. f : X −→ Y をコンパクト位相空間X からハウスドルフ空間 Y への連続関数と
する。そのときX の任意の閉集合K に対して f(K)は Y の閉集合である。

証明. 補題 1.29によりK がX の閉集合であればコンパクトであるから，補題 1.30によって
f(K)はコンパクトである。一方系 1.35によりハウスドルフ空間のコンパクトな部分集合は
閉集合であるから f(K)は Y の閉集合である。 ,
次にコンパクト位相空間からハウスドルフ空間への連続な全単射が同相写像であることを

示す。

定理 1.38. コンパクト位相空間Xからハウスドルフ空間 Y への連続な全単射を f とすると，
f は同相写像である。

証明. g : Y −→ Xを全単射 f : X −→ Y の逆写像とする。これが連続であることを示せば
よい。U がX の開集合であればX \ U は閉集合であるから補題 1.37により f(X \ U)は Y

の閉集合である。f は全単射であるから

f(X \ U) = f(X) \ f(U) = Y \ g−1(U)

が得られる。したがって任意の開集合Uについて g−1(U)はY において開集合である（g−1(U)
の Y における補集合 Y \ g−1(U)が閉集合であるから）。ゆえに g : Y −→ X は連続であり，
f は同相写像となる。 ,
定理 1.40において有限個のコンパクト空間のデカルト積がコンパクトであることを示すが，

そのために次の補題を必要とする。

補題 1.39. X, Y を位相空間，K を Y のコンパクトな部分集合，U をX × Y の開集合とす
る。V = {x ∈ X : {x} ×K ⊂ U}}とすると V はX の開集合である。

証明. x ∈ V とする。Uが開集合であるから，各 y ∈ Kについて (x, y) ∈ Dy×Ey, Dy×Ey ⊂
U を満たす X, Y の開集合 Dy, Ey が存在する。K はコンパクトなのでK ⊂ Ey1 ∪ Ey2 ∪
· · · ∪ Eyk

なるような有限個の yの集合 y1, y2, . . . , yk がある。Nx = Dy1 ∩Dy2 ∩ · · · ∩Dyk

とするとNxはX の開集合であり，さらに

Nx ×K ⊂
k⋃

i=1

(Nx × Eyi) ⊂
k⋃

i=1

(Dyi × Eyi) ⊂ U

となるからNx ⊂ V が得られる（Nx×K ⊂ U であるから，すべての x ∈ Nxについて x ∈ V

である）。各 x ∈ V はNxに含まれ，そのNxは V に含まれるから V はNx全体の和集合に
一致する。したがって V はX の開集合である。 ,
定理 1.40. 有限個のコンパクト空間のデカルト積はコンパクトである。

29



証明. 二つのコンパクトな位相空間X，Y の積がコンパクトであることを示せば，一般的な
結論は帰納的に導かれる（X × Y がコンパクトならそれと Z の積X × Y × Z もコンパクト
である。以下同様）。U をX × Y の開被覆とする。これが有限個の部分被覆を持つことを示
さなければならない。

xをX の点とすると。{x} × Y はコンパクト空間 Y からX × Y への連続関数（y ∈ Y を
(x, y)へ移す関数）による像であり，コンパクト集合の連続関数による像（関数によって移された
点の集合）はコンパクトであるから（補題 1.30），X×Y のコンパクトな部分集合である。した
がって，開被覆Uに属する有限個の開集合の組U1, U2, . . . , Urで {x}×Y がU1∪U2∪· · ·∪Ur

に含まれるようなものがある。X の点 x′について {x′} × Y が U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Ur に含まれ
るようなすべての点の集合を Vxとすると，x ∈ Vxであり補題 1.39によって Vxは開集合であ
る。そのとき Vx × Y も U に属する有限個の開集合 U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Ur によって被覆される。
すべての x ∈ X についての Vxの組 {Vx : x ∈ X}はX の開被覆である（xによって Vxは

異なるかもしれない）。X はコンパクトであるから，X = Vx1 ∪ Vx2 ∪ · · · ∪ Vxr となるような
有限個の点の組 {x1, x2, . . . , xr}がある（各 VxはXに含まれているから Vx1 ∪Vx2 ∪· · ·∪Vxr

とX が一致する。）。X ×Y は j = 1, 2, . . . , rについての Vxj ×Y の和集合であり，各々の集
合は U に属する有限個の開集合の組によって被覆されている。したがって全体としてX × Y

は U に属する有限個の開集合の組によって被覆されるからコンパクトである（各 Vxが有限個
の開集合の組によって被覆され，X は有限個の Vxによって被覆される）。 ,
ここで距離空間における集合の有界性を定義する。

定義 1.20 (有界 (bounded)). X を距離空間，dをその距離関数とする。X の部分集合 A

が次の条件を満たすとき有界であると言う。

すべての x, y ∈ Aについて d(x, y) ≤ K となるような負でない実数 K が存在
する。

この条件を満たす最小の実数をAの直径 (diameter)と呼び diamAと表す。

diamAはAに属するすべての x, yについての d(x, y)の上限である。この有界性の定義は
当然ユークリッド空間にも当てはまる。
ここでユークリッド空間におけるコンパクト性に関する次の定理を示す。

定理 1.41. K をRnの部分集合とすると，K は閉集合かつ有界であるとき，またそのときに
のみコンパクトである。

証明. Kがコンパクトであると仮定する。するとRnはハウスドルフ空間であり，系 1.35によ
りハウスドルフ空間のコンパクトな部分集合は閉集合であるからK は閉集合である。各自然
数mについてBmを原点を中心とする半径mの開球，すなわちBm = {x ∈ Rn : |x| < m}
であるとする（|x|は xと原点との距離，あるいはベクトル xの大きさである。ノルムと呼ば
れることもある），開球の組 {Bm : m ∈ N}はRnの開被覆となる。Kがコンパクトであるか
らK ⊂ Bm1 ∪Bm1 ∪ · · · ∪Bmk

となるような自然数m1,m2, . . . , mk がある。そのときBm

の定義からM をm1,m2, . . . , mkの最大値としてK ⊂ BM となる。したがってKは有界で
ある。
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逆にK は有界な閉集合であると仮定しよう。そのときK が次の式で定義される閉集合 C

に含まれるような実数 Lが存在する。

C = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : −L ≤ xj ≤ L, j = 1, 2, . . . , n}

ハイネ・ボレルの定理（定理 1.28）により閉区間 [−L,L]はコンパクトであり，また上のCは
[−L,L]の n個のデカルト積である。したがって定理 1.40により C もコンパクトである。K

は C の閉部分集合であり，コンパクトな位相空間の閉部分集合はコンパクトであるから（補
題 1.29）K はコンパクトである。 ,
これも重要な定理である。これを使えばユークリッド空間におけるコンパクト性は，「有界

閉集合」と極めてわかりやすい形になる。

1.15 コンパクトな距離空間

Xを距離空間，dをその距離関数，AをXの部分集合とすると，Aの閉包 ĀはAを含むX

のすべての閉集合の共通部分であるが，それはAを含む最小の（最も小さい直径を持つ）閉
集合であるとも言える。xを Aの閉包 Āの点としよう。任意の ε > 0について d(x, x′) < ε

を満たす Aの点 x′がある。これは xを中心とする半径 εの開球が Aと交わる（共通の点を
持つ）ことと同じ意味である。もしそうでなければ，すなわちこの開球がAと共通の部分を
持たなければ，その補集合はAを含み xを含まないX の閉集合になる。これは xがAの閉
包，つまりAを含むすべての閉集合の共通部分に属するということと矛盾する。したがって
Āの任意の点と Aのある点との距離はいくらでも小さくなるので Āは Aを含む最小の閉集
合である。
距離空間の部分集合とその閉包の関係について次の結果を得る。

補題 1.42. Xを距離空間，Aをその部分集合とする。そのとき ĀをAの閉包とすればdiamA =
diamĀである。

証明. ĀはAを含むので diamA ≤ diamĀである。x, yを Āの点とすると，任意の εについ
て d(x, x′) < ε, d(y, y′) < εを満たすAの点 x′, y′がある。距離の三角不等式より

d(x, y) ≤ d(x, x′) + d(x′, y′) + d(y′, y) < diamA + 2ε

が得られる。したがってあらゆる ε > 0について d(x, y) < diamA+2εであるから d(x, y) ≤
diamAが得られる（もし d(x, y) > diamAであれば充分に小さい ε > 0（ε < 1

2 [d(x, y) −
diamA]となるような）について d(x, y) > diamA + 2εとなってしまう）。ゆえに diamĀ ≤
diamAとなり，diamA ≤ diamĀと合わせて diamA = diamĀが得られる。 ,
距離空間については位相空間としてのコンパクト性と同値ではあるが別の形でコンパクト

性の特徴づけができる。まず次の結果を示す。

補題 1.43. コンパクトな距離空間におけるすべての点列は収束する部分列を持つ（部分列と
は（無限個の）点列から（無限個のものを）順序を変えず選んで並べたものである）。

31



証明. X をコンパクトな距離空間，x1, x2, x3, . . . をその点列とする。また Fnで
{xn, xn+1, xn+2, . . . }の閉包を表す（{xn, xn+1, xn+2, . . . }の閉包とは {xn, xn+1, xn+2, . . . }
に含まれるすべての点を含む閉集合の共通部分あるいは最も小さい閉集合である）。まず F1,
F2, F3, . . . の共通部分が空集合ではないことを示す。それが空集合であると仮定してみよう。
Vn = X \ Fnすなわち各 Fnの補集合を Vnとすると，X は集合 V1, V2, V3, . . . の和集合に等
しい。

たとえば V1と V2の和集合 V1 ∪ V2は F1と F2の両方には含まれない要素の集合
X \ (F1 ∩ F2)であるから，すべての Vnの和集合は F1, F2, F3, . . . のすべてに
は含まれない要素の集合である。F1, F2, F3, . . . の共通部分が空集合であればそ
れらのすべてに含まれる要素はないので Vnの和集合はX に等しい。

各 Vn は開集合であるから V1, V2, V3, . . . は V の開被覆となり，X はコンパクトであるから
有限個の Vn によって被覆される。一方 V1 ⊂ V2 ⊂ V3 ⊂ · · · であるから，ある nについて
X = Vnとなる。しかし Fnはあらゆる nについて空集合ではないからこれは不可能である。
したがって F1, F2, F3, . . . の共通部分

⋂∞
n=1 Fnは空集合ではなく，すべての Fnに属するよ

うな点 pが存在する。p ∈ Fnであるから任意の ε > 0に対して d(xj , p) < εとなるような点
xj(j ≥ n)がある（pは {xn, xn+1, xn+2, . . . }の閉包に属しているので，{xn, xn+1, xn+2, . . . }
と pとの距離はいくらでも小さくすることができる）。まず {x1, x2, . . . }から ε = 1に対し
て d(xn1 , p) < 1となるような点 xn1 を一つ選ぶ（n1 ≥ 1，pは F1に属しているから可能で
ある）。次に点列 {xn; n > n1}から d(xn2 , p) < 1

2 を満たす点 xn2（n2 > n1）を選ぶ（p

は Fn1+1に属しているから可能である）。同様にして xn3 , xn4 , . . . と選んでいく。たとえば
xnj+1(j ≥ 1)は点列 {xn; n > nj}から d(xnj+1 , p) < 1

j+1 を満たすように選ばれる。すると
点列 xn1 , xn2 , . . . は（j −→∞のとき）pに収束する。 ,
次にコーシー列と距離空間の完備性を定義する。

定義 1.21 (コーシー列，完備距離空間). X を距離空間，dをその距離関数とする。次の条件
を満たすX の点列 x1, x2, x3, . . . をコーシー列 (Cauchy sequence)と呼ぶ。

任意の εに対して，j ≥ N , k ≥ N を満たす j, kについて d(xj , xk) < εを満た
す自然数N が存在する。

これは点列の中のある番号以上の点同士の距離をいくらでも小さくできることを意味する。距
離空間 X のコーシー列が常に X において極限を持つとき，X は完備 (complete)であると
言う。

たとえば開区間は完備ではない。開区間 (−1, 1)を考えてみよう。点列 1
2 , 1

3 , . . . をとると
これはコーシー列となる（n(n + 1) > 1

ε を満たす自然数 nをとれば，どのような εに対して
も | 1n − 1

n+1 | < εとなるようにできる）。しかしこの点列の極限は 0であり，開区間 (−1, 1)
には属していない。
次の補題は，すべての点列が収束する部分列を持つような距離空間は完備であることを主

張する。

補題 1.44. X を距離空間とする。X のすべての点列が収束する部分列を持つならばX は完
備である。
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証明. x1, x2, x3, . . . をX のコーシー列とする。この点列はX の点 pに収束する部分列 xn1 ,
xn2 , xn3 , . . . を持つ。以下ではこのコーシー列自身が pに収束することを示す。

x1, x2, x3, . . . はコーシー列であるから，ε > 0に対して，m ≥ N , n ≥ N であるm, nに
ついて d(xm, xn) < 1

2εを満たすような自然数N がある（1
2εも任意の εの内である）。さら

に，上記の部分列が pに収束することより，N を充分大きくとれば nj ≥ N であるような nj

については d(xnj , p) < 1
2εが成り立つ。したがって三角不等式により n ≥ N のとき

d(xn, p) ≤ d(xn, xnj ) + d(xnj , p) <
1
2
ε +

1
2
ε = ε

が得られる。これはコーシー列 x1, x2, x3, . . . が pに収束することを意味するから，Xは完備
である。 ,
この補題と上の補題 1.43を合わせると，コンパクトな距離空間は完備であることがわかる。
ここで全有界という言葉を定義する。

定義 1.22 (全有界 (totally bounded)). 任意の ε > 0について，距離空間X が直径が ε

より小さい有限個のX の部分集合の和集合で表せるとき，X は全有界であると言う。

X が全有界であればX の部分集合も全有界である。各Bi(i = 1, 2, . . . , k)を直径が εより
小さいX の部分集合として，X = B1 ∪ B2 ∪ · · · ∪ Bk と表すことができるとすると，ある
X の部分集合AはA = (B1 ∩A) ∪ (B2 ∩A) ∪ · · · ∪ (Bk ∩A)と表せ，各Bi ∩AはAの部
分集合で直径は εより小さい。
コンパクト性と全有界性の関係を考える。

補題 1.45. X を距離空間とする。X のすべての点列が収束する部分列を持てばX は全有界
である。

証明. X が全有界ではないと仮定すると，直径が 3εより小さい有限個のX の部分集合の和
集合ではX を被覆することができないような ε（あるいは 3ε）の値がある。ここで，X から
m < k, n < k, m 6= nについて d(xm, xn) ≥ εであるような k− 1個の点列 x1, x2, . . . , xk−1

を選んでいるとする。各 xmについて半径 εの開球BX(xm, ε)の直径は 2εより大きくはない
（3εより小さい）から（X が全有界ではないとの仮定により）m < kであるBX(xm, ε)の組
によってX を被覆することはできず，どのBX(xm, ε)にも含まれない点 xk がある。そのと
きm < kについて d(xm, xk) ≥ εである。どのような有限の kについてもこのことが成り立
つから，同じようにして無限個の点列 x1, x2, . . . を得ることができる。しかし，その点列に
含まれる点の互いの距離は ε以上なので収束する部分列を持たない。以上のことからX が収
束する部分列を持てばX は全有界でなければならない。 ,
次に完備かつ全有界な距離空間はコンパクトであることを示す。

補題 1.46. 完備かつ全有界であるような距離空間はコンパクトである。

証明. X を全有界な距離空間とする。X の開被覆の内で有限の部分被覆を持たないものがあ
る（すなわちX がコンパクトではない）と仮定し，そのような開被覆を V とする。X のコー
シー列 x1, x2, x3, . . . の中にX の点に収束しないものがある（すなわちX が完備でない）こ
とを示さなければならない。

33



ε > 0とする。X は全有界であり，補題 1.42によってX のすべての部分集合はその閉包と
同じ直径を持つから，X は直径が εより小さい有限個の閉集合によって被覆される。仮定に
より少なくとも一つのそのような閉集合は V に属する有限個の開集合によって被覆されない
（もしすべての閉集合が V に属する有限個の開集合によって被覆されるならば，そのような被
覆の和集合をとることによってX の有限な部分被覆を得ることができ，X はコンパクトとな
る）。したがって，任意の ε > 0に対して直径が εより小さく V の有限個の開集合によっては
被覆されないX の閉部分集合が存在する。
次に以下のことを示す。

F1 ⊃ F2 ⊃ F3 ⊃ · · · を満たし，各Fnが 1
2n より小さい直径を持ち，かつVに属す

る有限個の開集合によっては被覆されないようなX の閉集合の列 F1, F2, F3, . . .

が存在する。

X の閉部分集合で直径が 1
2 より小さいものを F1とすると，これはX の部分集合であるから

全有界である。上の議論を F1 に適用すると任意の ε > 0について V に属する有限個の開集
合によっては被覆されないような F1の閉部分集合が存在する。その内直径が 1

22 = 1
4 より小

さいものを F2とする。同様にして nに関する帰納法によって求める閉集合の列を得る。
各 n ∈ Nについて点 xn ∈ Fn を選ぶ。するとm > nであるようなm, nについて xm,

xn がともに Fn に属し，diamFn < 1
2n であるから d(xm, xn) < 1

2n である。したがって
x1, x2, x3, . . . はコーシー列となる。このコーシー列がXの点 pに収束すると仮定しよう。Fn

は閉集合でm ≥ nについて xm ∈ Fnであるから，各 n ∈ Nについて p ∈ Fnである（距離
空間または位相空間の閉部分集合に属する点列が収束するならば点列の極限はその閉集合に
属する）。V はX の開被覆であるから V のある開集合 V について p ∈ V である。そのとき
BX(p, δ)をX における pを中心とする半径 δの開球とすると，BX(p, δ) ⊂ V を満たすよう
な δが存在する（V は開集合であるから）。したがって nが充分に大きく 1

2n < δであるとき
には p ∈ Fnかつ diamFn < δであるから Fn ⊂ BX(p, δ) ⊂ V となり，V の有限個の開集合
によって Fnが被覆されないということと矛盾する。ゆえにコーシー列 x1, x2, x3, . . . は収束
せずX は完備ではない。
以上のことから完備で全有界な距離空間はコンパクトでなければならない。 ,
距離空間のコンパクト性は次のようにまとめられる。

定理 1.47. X を距離空間，dをその距離関数とすると次の三つの表現は同値である。

(1). X はコンパクトである。

(2). X のすべての点列は収束する部分列を持つ。

(3). X は完備かつ全有界である。

証明. 補題 1.43，1.44，1.45，1.46より (i)が (ii)を，(ii)が (iii)を，(iii)が (i)を意味するこ
とがわかる。したがって (1), (2), (3)は互いに同値である。 ,
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1.16 ルベーグ（Lebesgue）の補題と一様連続性

補題 1.48 (ルベーグ（Lebesgue）の補題). (X, d)を（dを距離関数とする）コンパクトな
距離空間，U をX の開被覆とする。そのとき，直径が δより小さいすべてのX の部分集合が
それぞれ開被覆 U に属する集合の一つに含まれるような正の実数 δが存在する。

証明. X の各点は開被覆 U に属する集合の一つに含まれる。したがってX の各点 xについ
て xを中心とする半径 2δx の開球 B(x, 2δx)が，U に属する一つの開集合に含まれるような
実数 δxが存在する。一方 xを中心とする半径 δxの開球B(x, δx)の組（X に属するすべての
xについて開球B(x, δx)を集めたもの）はX を被覆し，X がコンパクトであることから

B(x, δ1) ∪B(x, δ2) ∪ · · · ∪B(x, δr) = X, δi = δxi , i = 1, 2, . . . , r

となるような有限個の点 x1, x2, . . . , xrがある。δを δ1, δ2, . . . , δrの中で最小のものとする。
Aを直径が δより小さいX の部分集合，uをその点とする。すると uは 1から rまでのある
整数 iについて B(xi, δi)に属する。そのとき Aの任意の点 v について距離の三角不等式に
よって

d(v, xi) ≤ d(v, u) + d(u, xi) < δ + δi ≤ 2δi

となるからA ⊂ B(xi, 2δi)である。一方B(xi, 2δi)はU に属する一つの集合に含まれるから，
Aもその集合に含まれる。 ,
U をコンパクトな距離空間Xの開被覆とする。直径が δより小さいXの部分集合のそれぞ

れが U に属する開集合の一つに含まれるような正の実数 δを Lebesgue数（ルベーグ数）と
言う。上の Lebesgueの補題はコンパクトな距離空間の各開被覆に Lebesgue数が存在するこ
とを示している。

X, Y をそれぞれ dX , dY を距離関数とする距離空間とし，f : X −→ Y をX から Y への
関数とする。f が次の条件を満たすとき一様連続 (uniformly continuous)であると言う。

任意の ε > 0についてある δ > 0があり，dX(x, x′) < δを満たすX の点 x, x′

について dY (f(x), f(x′)) < εが成り立つ（δの大きさは x, x′とは独立である）。

定理 1.49. X, Y を距離空間とし，X はコンパクトであるとする。そのときX から Y への
連続な関数は一様連続である。

証明. dX , dY をそれぞれ距離空間X, Y の距離関数とし，f : X −→ Y をX から Y への連
続関数とする。
任意の εをとり，各 y ∈ Y に対して

Vy = {x ∈ X : dY (f(x), y) <
1
2
ε}

と定義する（f(x)と yの距離が 1
2εより小さい xの集合）。yを中心とする半径 1

2εの Y にお
ける開球をBY (y, 1

2ε)とすると Vy = f−1(BY (y, 1
2ε))である。開球BY (y, 1

2ε)は開集合であ
り，f は連続であるから，すべての yについて Vy はX において開集合であり，またすべて
の x ∈ X について x ∈ Vf(x)である。
そのとき Vy の組 {Vy : y ∈ Y }は距離空間X の開被覆となる。したがって Lebesgueの補

題（補題 1.48）により直径が δより小さいすべてのX の部分集合が，ある Vy の部分集合と
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なるような δ > 0がある。x, x′を dX(x, x′) < δを満たす点とすると，集合 {x, x′}（xと x′

の 2点からなる集合）の直径は dX(x, x′)であり，それは δより小さい。したがって x ∈ Vy

かつ x′ ∈ Vy となるような y ∈ Y がある。そのとき dY (f(x), y) < 1
2ε, dY (f(x′), y) < 1

2εで
あるから

dY (f(x), f(x′)) ≤ dY (f(x), y) + dY (f(x′), y) < ε

となる。これは f : X −→ Y が一様連続であることを示している。 ,

1.17 ホモトピー

ここでは連続関数の間の重要な関係であるホモトピーについて考える。

定義 1.23 (ホモトピック (homotopic)・ホモトピー (homotopy)). f と gを位相空間X

から Y への連続関数であるとする。次の条件が満たされるとき f と gはホモトピックである
と言う。

すべての x ∈ X について H(x, 0) = f(x)，H(x, 1) = g(x)が成り立つような
X × [0, 1]から Y への連続関数H(x, t)（x ∈ X, t ∈ [0, 1]）が存在する。

f と gがホモトピックであるとき f ' gと表し，H を f と gの間のホモトピーと呼ぶ。

f と gがホモトピックであるとは，位相空間 Y の中で関数 f をずるずると（連続的に）変
形して gに作り変えることができることを意味する。
ここで次の補題を示す。

補題 1.50. X と Y を位相空間とすると，ホモトピックという関係 (')はX から Y への連
続な関数についての同値関係である。

証明. (1). 連続な関数として f，g，hをとる。明らかに f ' f である。ホモトピーとして
H(x, t) = f(x)をとればよい。したがって'は反射的である。

(2). f ' gならばfとgの間のホモトピーH(x, t)が存在する。そのときH ′(x, t) = H(x, 1−
t)を考えるとH ′(x, t)は連続でかつH ′(x, 0) = g(x)，H ′(x, 1) = f(x)を満たすから g

から f へのホモトピーとなる。したがって'は対称的である（H ′(x, t)は f から gへ
の変形を逆向きにたどるものである）。

(3). f ' gかつ g ' hであると仮定し，f と gの間のホモトピーをH1(x, t)，gと hの間の
ホモトピーをH2(x, t)とする。ここでH(x, t)を次のように定義する。

H(x, t) =

{
H1(x, 2t) 0 ≤ t ≤ 1

2のとき
H2(x, 2t− 1) 1

2 ≤ t ≤ 1のとき

H(x, t)はH(x, 1
2)(= H1(x, 1) = H2(x, 0)) = g(x)を満たし，X×[0, 1

2 ]の間とX×[12 , 1]
の間それぞれで連続であるからX×[0, 1]で連続である。またH(x, 0) = f(x)，H(x, 1) =
h(x)を満たす。したがってH(x, t)は f から hへのホモトピーとなり f ' hが得られ
るから'は推移性を満たす。
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「反射性」は f から f へ変形するには何もしなければよいということを，「対
称性」は f から g へ変形できるならば逆向きに g から f へ変形できること
を，「推移性」は f から gへ gから hへ変形できるならば，f から gを経由
して hへ変形できるということを意味する。

,
定義 1.24. X と Y を位相空間，AをX の部分集合であるとする。また f，gをX から Y へ
の連続な関数であって f |A = g|A（すべての a ∈ Aについて f(a) = g(a)）であると仮定す
る（Aの上では f と gが一致することを意味する）。このとき次の条件が満たされるならば f

と gはAに関してホモトピックであると言い，f ' g relAと表す。

すべての x ∈ X についてH(x, 0) = f(x)，H(x, 1) = g(x)を満たす f と gの間
のホモトピーH(x, t)があり，かつ a ∈ AについてH(a, t) = f(a) = g(a)が成
り立つ。

この関係も同値関係である。

2 単体・単体的複体と不動点定理

2.1 単体・単体的複体

まずユークリッド空間における点の位置関係について定義する。

定義 2.1 (幾何学的に独立（アフィン独立）). あるユークリッド空間Rkの点 v0, v1, . . . , vq

が次の条件を満たすとき幾何学的に独立 (geometrically independent)，あるいはアフィン独
立 (affine independent)であると言う。

連立方程式
q∑

j=0

λjvj = 0

q∑

j=0

λj = 0

の解は λ0 = λ1 = · · · = λq = 0のみである（0はゼロベクトル，すなわちすべての成分が 0
のベクトルである）。

λ0 = λ1 = · · · = λq = 0以外の解があれば q + 1個の点の少なくとも一つの座標が他の点
の座標によって表されることになる。

3次元ユークリッド空間内に，同一直線上にない 3点をとると一つの 2次元ユークリッド空
間すなわち平面ができ，その平面上のすべての点の座標はその 3点の座標によって表すこと
ができる。したがって 2次元ユークリッド空間において幾何学的に独立な点は多くても三つ
である。同様に k次元ユークリッド空間において幾何学的に独立な点は多くても k + 1個で
ある。
次に単体を定義する
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定義 2.2 (単体 (simplex)). Rk における q次元単体とは次のように表される集合である。
{ q∑

j=0

tjvj : 0 ≤ tj ≤ 1, j = 0, 1. . . . , q,
q∑

j=0

tj = 1
}

ただし v0, v1, . . . , vq は幾何学的に独立な点である。これらは単体の頂点と呼ばれる。また
qを単体の次元 (dimension)と言う。

0次元単体は一つの点，1次元単体は 2点を結ぶ線分，2次元単体は 3点を頂点をする三角
形，3次元単体は 4点を頂点をする四面体である。
ある q次元単体を σとすると，σに含まれる（頂点，境界，内部を含めて）点 x（の座標）

は次のように表される。
q∑

j=0

tjvj = x,
q∑

j=0

tj = 1, 0 ≤ tj ≤ 1, j = 0, 1. . . . , q

ここで t0, t1, . . . , tq は一意に決まる。なぜならば，もし
∑q

j=0 tjvj =
∑q

j=0 sjvj かつ∑q
j=0 tj =

∑q
j=0 sj = 1であるとすると

∑q
j=0(tj − sj)vj = 0，

∑q
j=0(tj − sj) = 0とな

り，v0, v1, . . . , vqが幾何学的に独立であることからすべての jについて tj − sj = 0を得る。
t0, t1, . . . , tq を点 xの重心座標と呼ぶ。
ここで次の補題を示す

補題 2.1. q を負でない整数，σ をユークリッド空間 Rm における q 次元単体，また τ を
Rn(n 6= m)における q次元単体とすると（m ≥ q, n ≥ q），σと τ は同相である。

証明. v0, v1, . . . , vqを σの頂点，w0, w1, . . . , wqを τ の頂点とし，σ上の点
∑q

j=0 tjvj を
τ 上の点

∑q
j=0 tjwj に一対一に移すような同相写像として次式で表される hをとることがで

きる。

h




q∑

j=0

tjvj


 =

q∑

j=0

tjwj

ただし，すべての t0, t1, . . . , tq について 0 ≤ tj ≤ 1, かつ
q∑

j=0

tj = 1

,
次に単体の面を定義する。

定義 2.3 (面 (face)). σと τ を Rk における単体であるとする。τ の頂点の集合が σの頂点
の集合の部分集合である（τ のすべての頂点が σの頂点でもある）とき τ は σの面であると
言う。ある単体の 1次元の面を辺 (edge)と呼ぶ。

単体 σ自身も σの面であり，σの頂点，辺（1次元単体）も σの面である。たとえば 3次
元単体（四面体）の場合，それ自身，その各面 (4つある)，各辺 (6つある)，各頂点（4つあ
る）がここで言う面である。
単体それ自身ではない単体の面を真の面 (proper face)と呼ぶことにする。
さらに単体的複体を定義する。
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定義 2.4 (単体的複体 (simplicial complex)). Rk における有限個の単体の集合K が次の
条件を満たすとき単体的複体であると言う。

(1). σがK に属する単体であるならば，σのすべての面もK に属している。

(2). σ1，σ2をKに属する単体とすると，σ1∩σ2（σ1と σ2の共通部分）は空集合である（σ1

と σ2には共通部分がない）か，あるいは σ1 ∩ σ2は σ1と σ2両方の面になっている。

単体的複体とは，離れた単体同士を組み合わせたものか，またはいくつかの単体同士をつ
なげて貼り合わせて作ったものであり，単体同士は離れているか接しているだけで交わって
はならず，接する単体を貼り合わせる場合にはそれぞれの単体の面になっている部分全体を
貼り合わせなければならない。複数の三角形を長さが等しい辺で貼り合わせたものや，頂点
で二つの三角形をつなげたものなどは単体的複体であるが，三角形の 1辺の半分の部分に別
の三角形を貼り合わせたものなどは単体的複体にはならない。

例 2.1. (1). 二つの単体 σと τ に対して，次の三つの図形 (a), (b), (c)は単体的複体である。

(a)

σ

τ

(b)

σ τ

(c)

σ
τ

(2). 次の二つの図形 (a), (b)は単体的複体ではない。

(a)

σ
τ

(b)

σ
τ

K が含む単体の内最も大きい次元の単体の次元をK の次元と呼ぶ。K に属するすべての
単体の和集合を |K|で表し多面体と呼ぶ。単体はすべてユークリッド空間のコンパクトな部
分集合（有界閉集合）であるから，その有限個の和集合である多面体もコンパクトである。
ここで次の補題を示す。

補題 2.2. Kを単体的複体，X をある位相空間とする。|K|からX への関数 f は，Kの各単
体への f の制限がその単体において連続であるとき，K の多面体 |K|において連続である。
証明. 補題 1.12により，ある位相空間が有限個の閉集合の和集合として表される場合，ある
関数の各閉集合への制限がその閉集合において連続であるとき，その関数は空間全体で連続
である。 ,

K に属するすべての単体の頂点全体の集合をVertK で表す。K の頂点のある組がK に属
するある単体を構成するとき，その頂点の組がその単体を張る (span)と言う。
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定義 2.5 (部分複体 (sub-complex)). K をRk の単体的複体とする。K に属する単体の組
Lが次の条件を満たすときK の部分複体であると言う。

σが Lに属する単体であるとき σのすべての面も Lに属する。

K の部分複体はそれ自身単体的複体である。

定義 2.6 (単体の内部 (interior)). v0, v1, . . . , vq を Rk の q 次元単体 σ の頂点とする。∑q
j=0 tjvj（すべての jについて tj > 0かつ

∑q
j=0 tj = 1）のように表される点の集合を σの

内部と呼ぶ。σの内部とは σの真の面に含まれない点の集合である。

0次元単体の場合は 1点であるから，それ自身が内部でもある。
単体 σのあらゆる点はただ一つの σの面（σ自身も含めて）の内部に含まれる。v0, v1, . . . ,

vq を σの頂点，xを σのある点とすると，x =
∑q

j=0 tjvj（すべての j について 0 ≤ tj ≤ 1
かつ

∑q
j=0 tj = 1）と一意に表されるが，xを内部に含む面はこの式で tj > 0となっている

vj によって張られる面である（ある tj = 0であれば xを内部に含む面は頂点 vj を含まない。
すべての tj がゼロになることはなく必ずある tj は正である）。
ここで次の補題を示す。

補題 2.3. Rkの単体のある組をK とし，K に含まれるすべての単体の和集合を |K|とする。
このとき，次の条件が満たされるとき，またそのときにのみK は単体的複体である。

(1). K はそれに含まれる単体のすべての面を含む。

(2). |K|上のすべての点はK に含まれるある一つの単体の内部に含まれる。

証明. まずKが単体的複体であると仮定してみよう。するとKはそれに属する単体の面を含
んでいる。ここで示すべきは |K|のすべての点がK のただ一つの単体の内部に含まれること
である。x ∈ |K|とすると，ある単体に含まれるすべての点はいずれかの面（その単体自身
も含めて）の内部に含まれる（頂点は 0次元単体の内部に含まれる）から，xはK のある単
体の面 σに含まれる。そのとき，Kはその単体の面を含むから σ ∈ Kである。したがって x
はK の少なくとも一つの単体の内部に含まれる。xがK の二つの単体 σと τ の内部に含ま
れると仮定してみよう。するとK は単体的複体であるから xは σと τ のある共通の面 σ ∩ τ

に含まれなければならない。しかし，σと τ は異なる単体であるからこの共通の面は σ自身
あるいは τ 自身ではない面でなければならないが，これは xが σと τ の内部に含まれるとい
うことと矛盾する。ゆえに，xをその内部に含むK の単体はただ一つであることが言える。
逆に，上の条件を満たす単体の組が単体的複体であることを示そう。K はその単体のすべ

ての面を含んでいるから示すべきは σと τ がKの二つの単体であって共通部分が空集合では
ないときに σ ∩ τ が σと τ の共通の面になっていることである。x ∈ σ ∩ τ とすると，xはK

のただ一つの単体 ωに属している。一方 σと τ の任意の点はそれらの単体のただ一つの面に
属しており，また σと τ のすべての面はKに属している。したがって ωは σと τ の共通の面
であり，ωの頂点は σ，τ 両方の頂点である。よって単体 σと τ は共通の頂点を持ち，σ ∩ τ

のすべての点はその共通の頂点が張る σと τ の共通の面 ρに属している。これは σ ∩ τ = ρ

を意味し，したがって σ ∩ τ は σと τ の共通の面である。 ,
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定義 2.7 (三角形分割 (triangulation)). ある位相空間X とユークリッド空間における単
体的複体K の多面体 |K|との間に同相写像 h : |K| −→ X があるとき，(K, h)をX の三角
形分割と呼ぶ。

単体的複体から作られる多面体はコンパクト空間であるから，ある位相空間が三角形分割
可能ならばそれはコンパクト空間でなければならない。

補題 2.4. X をハウスドルフ空間，Kを単体的複体とし，h : |K| −→ X を |K|からX への
全単射であるとする。hのK の各単体への制限がその単体上で連続であれば h : |K| −→ X

は同相写像であり，したがって (K,h)はX の三角形分割である。

証明. K の各単体は |K|の閉部分集合であり，K の単体の数は有限個である。したがって補
題 1.12により h : |K| −→ X は連続である。またK の多面体 |K|はコンパクトな位相空間
である。コンパクトな位相空間からハウスドルフ空間への連続な全単射は同相写像である（定
理 1.38）から (K, h)はX の三角形分割となる。 ,

2.2 単体写像

まず「単体写像」を定義する。

定義 2.8 (単体写像). ある単体的複体K の頂点の集合VertK からある単体的複体 Lの頂点
の集合VertLへの関数 sが次の条件を満たすときKとLの間の「単体写像 (simplicial map)」
であると言う。

K の頂点のある集合 v0, v1, . . . , vq が K に含まれる q 次元単体を張るとき，
s(v0), s(v1), . . . , s(vq)は Lに含まれる q次元単体を張る。

K から Lへの単体写像 s : K −→ Lは多面体 |K|から |L|への連続写像 s : |K| −→ |L|
を次のように自然に導く。

s




q∑

j=0

tjvj


 =

q∑

j=0

tjs(vj)

ただし j = 0, 1, . . . , q について 0 ≤ tj ≤ 1かつ
∑q

j=0 tj = 1であり，また v0, v1, . . . , vq

はK の単体を張る頂点である。この写像の連続性は補題 1.12から導かれる（各単体の中でこ
の写像は連続）。この写像によって v0, v1, . . . , vq が張るK の単体の (t0, t1, . . . , tq)という
座標を持つ点が，s(v0), s(v1), . . . , s(vq)が張る Lの単体のやはり (t0, t1, . . . , tq)という座
標を持つ点に移される。したがってK の単体 σ の内部は Lの単体 s(σ)の内部に移される。
s(σ)は σの頂点が sによって移される点によって張られる単体である。
単体写像は，二つの単体的複体の頂点の間の関数と見ることも，一つの単体的複体から別

の単体的複体への関数と見ることも，あるいは二つの単体的複体の多面体の間の関数と見る
こともできる。
なお単体写像において異なる頂点が同じ点に写像されてもかまわない，すなわちある viと

vj(vi 6= vi)について s(vi) = s(vj)となってもかまわない。したがって v1, . . . , vq によっ
て張られるKの単体より，s(v0), s(v1), . . . , s(vq)によって張られるLの単体の方が次元が
低いこともあり得る。
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例 2.2. 次の図に示す写像 s : K −→ Lについて，(a)は単体写像であるが (b)は単体写像で
はない。

K

x1

x2

x3

x4
−→

L

s(x1) = s(x3)

s(x2)

s(x4)

(a)

x1

x2

x3

−→

LK

s(x1)

s(x2)

s(x3)

(b)

(a)においては x1, x2, x3 および x2, x4 が K の単体（それぞれ三角形と線分）を張り，
s(x1)(s(x3)), s(x2)および s(x2), s(x4)が Lの単体（ともに線分）を張っている。一方，(b)
においては x1, x2, x3がKの単体（三角形）を張っているが，Lにおいて s(x1), s(x2), s(x3)
は単体を張っていない。

2.3 単体の重心分割

σをRkにおける q次元単体，その頂点を v0, v1, . . . , vqとする。σの重心を次のように定
義する。

σ̂ =
1

q + 1
(v0 + v1 + · · ·+ vq)

0次元単体（点）の重心はその点自身，1次元単体（線分）の重心はその中点，2次元単体（三
角形）の重心はその三角形の重心（三角形の頂点と向かい合った辺の中点を結ぶ線分を 2:1に
内分する点），などである。

σと τ があるユークリッド空間の単体であって，σが τ の真の面になっている場合，σ < τ

と書くことにする。
ある単体K1が次の条件を満たすときK の分割 (subdivision)であると言う。

|K1| = |K|であって，K1の単体はすべてK の単体でもある。

定義 2.9 (重心分割 (barycentric subdivision)). K を Rk の単体的複体であるとする。
K ′が次の条件を満たすときKの一次重心分割 (first barycentric subdivision)であると言う。

K ′はRkの単体の組であり，その単体の頂点は σ0 < σ1 < · · · < σrという関係を
満たすK の単体の列 σ0, σ1, . . . , σr の重心 σ̂0, σ̂1, . . . , σ̂r からなる。したがっ

42



てK ′の頂点の集合はK の単体のすべての重心からなる（K の頂点はK に含ま
れる 1次元単体であり，その重心はその点自身であるからK ′にも含まれる）。

たとえばK が一つの三角形（2次元単体）からなる場合，その一次重心分割とはK の面であ
る三角形の各辺（1次元単体）の中点と三角形の重心をとり，その三角形の重心から各辺の中
点を結ぶ 3本の線分を引き，さらに三角形の重心から三角形の各頂点へ 3本の線分を引いて
作られたものであり，もとの三角形は 6つの小さい三角形に分割されているとともに各辺も
半分づつに分割されている。

例 2.3. 重心分割の例

次の補題によって示されるように，このようにして作られたK の重心分割自身も単体的複
体である。

補題 2.5. K をあるユークリッド空間の単体的複体であり，K ′をその一次重心分割であると
する。そのときK ′自身も単体的複体であり，|K ′|と |K|とは一致する。

証明. K に含まれる単体の数に関する数学的帰納法で証明する。K が一つの単体からなる場
合は１点のみであるから明らかに成り立つ。|K|が一つの三角形である場合にはK は少なく
ともその三角形と三つの辺，三つの頂点を含む。|K|が線分である場合にも，K はその線分
と両端の点を含んでいる。ある単体的複体をとり，それよりも少ない数の単体を含む単体的
複体について結論が成り立つと仮定する。
重心分割K ′の定義からK ′の単体のあらゆる面はK ′に含まれているから，ここで示すべ
きはK ′からとった二つの単体は共通部分を持たないか，または共通部分がその二つの単体の
共通の面になっていることである。

Kと同じ次元を持つKの単体 σをとり，L = K \ {σ}（Kから σを取り除いたもの）とす
る。すると σはK の単体の真の面ではない（K と同じ次元であるから）から LはK の部分
複体となる。LはK よりも少ない単体を含む。したがって帰納法の仮定から L′（Lの重心分
割）は単体的複体であり |L′| = |L|が成り立つ。またK ′の定義からK ′は以下のものによっ
て構成される。

• L′の単体

• σの重心 σ̂

• σの真の面の重心を頂点とする L′の単体 ρに σの重心 σ̂を加えて得られた単体 σ̂ρ

たとえば σおよびK を一つの三角形とすると L = K \ {σ}は三角形の辺と頂点からなり，
L′ はその三角形の辺の中点で辺を分割したものである。ρはその三角形の辺の中点と頂点を
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結ぶ線分または頂点および辺の中点それ自身であり，σ̂ρはその線分と三角形の重心によって
作られる三角形あるいは頂点（または辺の中点）と重心を結ぶ線分である。
このようなタイプの単体の共通部分を考えると，K ′の任意の二つの単体は共通の面で交わっ
ていることがわかる。L′ は単体的複体であるから L′ の任意の二つの単体は共通の面で交わ
る。その頂点が σの面の重心であるような L′の単体 ρ1, ρ2をとると，ρ1 ∩ ρ2は ρ1と ρ2の
共通の面であり，また σ̂ρ1 ∩ σ̂ρ2 = σ̂(ρ1 ∩ ρ2)であるから，σ̂ρ1 ∩ σ̂ρ2は σ̂ρ1と σ̂ρ2の共通
の面である（σ̂ρ1，σ̂ρ2はそれぞれ ρ1と σ̂によって作られる単体，ρ2と σ̂によって作られる
単体であり，それらの共通部分は ρ1と ρ2の共通部分である ρ1 ∩ ρ2と σ̂によって作られる単
体に等しい）。また，L′の任意の単体 τ は σの重心とは交わっていないから，σ̂ρ∩ τ = ρ∩ τ

である。以上のことからK ′は単体的複体である。
最後に |K ′| = |K|を確認しよう。K ′のすべての単体がKの単体に含まれるから |K ′| ⊂ |K|

である。xを単体 σの点とすると，σの面に属する点yと t ∈ [0, 1]を用いてx = (1− t)σ̂+ ty
と書ける。そのとき，y ∈ |L|であり，帰納法の仮定から |L| = |L′|である。ゆえに yは σの
真の面の重心を頂点とする L′の単体 ρに属している。そうすると x ∈ σ̂ρとなり，x ∈ |K ′|
である。したがって |K| ⊂ |K ′|となるから求める |K ′| = |K|が得られる。 ,

Kの j次重心分割K(j)を，帰納的にK(j−1)の一次重心分割として定義する（K ′の一次重
心分割がK(2)，K(2)の一次重心分割がK(3)，などとして順に定義する）。Kが三角形の場合
の例で言えば，各辺の中点と三角形の重心によって一度分割してできた小さい三角形につい
て，さらに各辺の中点と三角形の重心をとって分割するのが二次重心分割，それを繰り返して
j次重心分割K(j)が得られる。

補題 2.6. σを q次元単体，τ を σの面とする。また σ̂, τ̂ をそれぞれの重心とする。σのす
べての 1次元単体（辺）が d以下の長さ (d > 0)を持つならば

|σ̂ − τ̂ | ≤ qd

q + 1

である。

証明. v0, v1, . . . , vq を σ の頂点とする。x, y を σ の点とすると，y =
∑q

j=0 tjvj（j =
0, 1, . . . , qについて 0 ≤ tj ≤ 1かつ

∑q
j=0 tj = 1）と書ける。したがって

|x− y| =
∣∣∣∣∣

q∑

i=0

ti(x− vi)

∣∣∣∣∣ ≤
q∑

i=0

ti|x− yi|

≤max(|x− v0|, |x− v1|, . . . , |x− vq|)

この結果を x = σ̂, y = τ̂ に適用すると

|σ̂ − τ̂ | ≤ max(|σ̂ − v0|, |σ̂ − v1|, . . . , |σ̂ − vq|)

が得られる。一方，頂点 vi とは逆の方向にある σ の q − 1 次元の面の重心を zi とすると
（zi = 1

q

∑
j 6=i vj），i = 0, 1, . . . , qについて

σ̂ =
1

q + 1
vi +

q

q + 1
zi
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である。また zi ∈ σである。したがって i = 0, 1, . . . , qについて

|σ̂ − vi| = q

q + 1
|zi − vi| ≤ qd

q + 1

となる2。したがって

|σ̂ − τ̂ | ≤ max(|σ̂ − v0|, |σ̂ − v1|, . . . , |σ̂ − vq|) ≤ qd

q + 1

を得る。 ,
K の辺（1次元単体）の内最も長さが大きいものの長さを µ(K)で表す。

補題 2.7. K が k次元ユークリッド空間Rkの n次元の単体的複体で，K ′がその一次重心分
割であるとすると，

µ(K ′) ≤ n

n + 1
µ(K)

が成り立つ。

証明. K ′の 1次元単体は (τ̂ , σ̂)の形に表すことができる。σはK の q次元単体 (q ≤ n)，τ

はその面である（K ′ はK の重心分割であるから，K ′ の 1次元単体はK に含まれるある単
体（q次元単体）の重心とその面の重心とを結んだ線分である）。すると補題 2.6により

|τ̂ − σ̂| ≤ q

q + 1
µ(K) ≤ n

n + 1
µ(K)

が得られる。 ,
この補題からK(j)をK の j次重心分割とすると limj→+∞µ(K(j)) = 0であることがわか

る。すなわち重心分割を繰り返して行くと単体的複体を構成する 1次元単体の大きさは 0に
収束して行くのである。

2.4 単体近似定理

まず「単体近似」を定義する。

定義 2.10 (単体近似). 単体的複体K と Lによって作られる多面体を |K|, |L|で表し，f を
|K|から |L|への連続関数とする。K から Lへの単体写像 sおよびそれから自然に導かれる
連続写像（やはり sで表す）が次の条件を満たすとき，単体写像 sは f の単体近似 (simplicial
approximation)であると言う。

|K|上の各点 xについて s(x)は f(x)をその内部に含むただ一つのLの単体の要
素である。

2

|zi − vi| =
∣∣∣∣∣
1

q

∑
j 6=i

(vj − vi)

∣∣∣∣∣ ≤
1

q

∑
j 6=i

|vj − vi|

より |zi − vi| ≤ dである。
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つまり，すべての xについて s(x)と f(x)とが Lの同じ単体に含まれているということで
ある。

KからLへの単体写像 sが |K|から |L|への関数 f の単体近似であるとき，sと f はホモト
ピックである。これは |K|× [0, 1]から |L|への関数 (1− t)f(x)+ ts(x)（(x, t) ∈ |K|× [0, 1]）
が f と sの間のホモトピーになることからわかる。
次に「星状体」を定義する。

定義 2.11 (星状体 (star)). Kを単体的複体，x ∈ |K|とする。点 xを含むすべてのKの単
体の内部の和集合をK における xの星状体と呼び，stK(x)と表す。

たとえば一つの三角形を 1回重心分割した単体的複体をK とすると，その三角形の重心の
星状体は三角形の内部であり，三角形の頂点の星状体は，その頂点自身，それを含む辺の内部
（逆の頂点は含まない），およびその三角形の内部の和集合である。
星状体について次の補題を得る。

補題 2.8. K を単体的複体，x ∈ |K|とする。そのとき星状体 stK(x)は |K|において開集合
であり，x ∈ stK(x)（xは星状体に含まれる）である。

証明. 補題 2.3により |K|のすべての点はKのただ一つの単体の内部に属している。したがっ
て |K|における stK(x)の補集合 |K| \ stK(x)は xを含まないK の単体の内部の和集合であ
る（これには xを含まない線分や x以外の頂点も含まれる）。一方，Kの単体が xを含まなけ
ればその面も xを含まない。さらに，ある単体のすべての面の内部の和集合はその単体自身
に他ならない。したがって |K| \ stK(x)は xを含まないK のすべての単体の和集合である。
しかし，K の各単体は |K|の閉集合であるから |K| \ stK(x)は有限個の閉集合の和集合であ
り，それ自身 |K|の閉集合である。よって stK(x)が |K|の開集合であることが導かれる。ま
た xが少なくとも一つのK の単体の内部に属しているので x ∈ stK(x)である。 ,
さらに次の補題を得る。

補題 2.9. 単体的複体K, Lの頂点の集合の間の関数 s : V ertK −→ V ertLは次の条件が満
たされるとき，またそのときにのみ単体写像であり，かつある連続関数 f : |K| −→ |L|の単
体近似である。

K のすべての頂点 vについて f(stK(v)) ⊂ stL(s(v))である。

証明. s : K −→ Lを f : |K| −→ |L|の単体近似とし，vを K の頂点，x ∈ stK(v)で
あるとする。そのとき x, f(x)はそれぞれただ一つの単体 σ ∈ K, τ ∈ Lの内部に属してい
る。さらに，stK(v)の定義から vは σの頂点でなければならない。sが f の単体近似である
から s(x)は τ に属しており，したがって s(x)は τ のある面の内部に属していなければなら
ない。一方，xは σの内部にあるので s(x)は s(σ)の内部に属していなければならない。し
たがって，s(σ)は τ の面であり，s(v)は τ の頂点である。よって f(x) ∈ stL(s(v))であり，
s : K −→ Lが f : |K| −→ |L|の単体近似であるならば f(stL(v)) ⊂ stL(s(v))であること
が言える。
逆に s : V ertK −→ V ertLがすべてのK の頂点 vについて f(stK(v)) ⊂ stL(s(v))を満

たすような関数であるとする。v0, v1, . . . , vq を頂点とするKのある単体の内部の点を xと
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すると，j = 0, 1, 2, . . . , qに対して x ∈ stK(vj)であるから f(x) ∈ stL(s(vj))である。した
がって各々の s(vj)は f(x)をその内部に含むただ一つの単体 τ ∈ Lの頂点でなければなら
ない。したがって s(v0), s(v1), . . . , s(vq)は τ の面を張り，s(x) ∈ τ である。以上によって
s : V ertK −→ V ertLは f : |K| −→ |L|の単体近似となる単体写像を表現していることが
言えた。 ,
この補題から次の系が得られる。

系 2.10. K, L, M を単体的複体とする。s : K −→ L, t : L −→ M がそれぞれ連続関数
f : |K| −→ |L|, g : |L| −→ |M |の単体近似であれば，t◦s : K −→ Mはg◦f : |K| −→ |M |
の単体近似である。

証明. sが f の単体近似であるからK の頂点 vについて

f(stK(v)) ⊂ stL(s(v))

であり，また tが gの単体近似であるから Lの頂点 s(v)について

g(stL(s(v))) ⊂ stM (t(s(v)))

をである。したがって

g(f(stK(v))) ⊂ g(stL(s(v))) ⊂ stM (t(s(v)))

を得る。これは t ◦ sが g ◦ f の単体近似であることを意味する。 ,
最後に次の定理を得る。

定理 2.11 (単体近似定理 (Simplicial Approximation Theorem)). KとLを単体的複
体，f を |K|から |L|への連続関数とする。そのとき，充分大きな jについて f の単体近似と
なるK(j)から Lへの単体写像 sが存在する。

証明. Lの頂点をwとすると，補題 2.8によって各 stL(w)は |L|の開集合であり，wが Lの
任意の単体の頂点であるときその単体の内部は stL(w)に含まれるので，Lのすべての頂点w
の星状体 stL(w)の組は |L|の開被覆となる。関数 f : |K| −→ |L|は連続であるから，wの
星状体の f による逆像 f−1(stL(w))の組は |K|の開被覆となる（|K|の各点は |L|のある点
に移され，その |L|の点はいずれかの stL(w)に属している。したがって |K|のすべての点は
いずれかの f−1(stL(w))に属しており，また各 f−1(stL(w))は開集合である）。したがって
Lebesgueの補題により，直径が δより小さい |K|の各部分集合についてその集合の点が全体
として f によって Lのある頂点 wの stL(w)の中に移されるような実数 δ > 0が存在する
（各部分集合がいずれかの f−1(stL(w))に含まれる）。
ここで補題 2.7より

µ(K(j)) ≤
(

dimK

dimK + 1

)j

µ(K)

であるから，j −→ +∞のときK の j次重心分割について µ(K(j))は 0に近づく。したがっ
て µ(K(j)) < 1

2δとなるように j を選ぶことができる。vをK(j)の頂点とすると，stK(j)(v)
の点は vから 1

2δ以内の距離に位置しており，stK(j)(v)の直径は高々 δである。よってK(j)

の各頂点 vについてLの頂点 s(v)を f(stK(j)(v)) ⊂ stL(s(v))となるように選ぶことができ
る。このようにして，K(j)の頂点から Lの頂点への関数 s : V ertK(j) −→ V ertLが得られ
る。補題 2.9によりこれが求める f の単体近似である。 ,
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2.5 Spernerの補題

K をある n次元単体∆を分割して作られた単体的複体であるとする。K の各頂点に対し
て以下のルールに基づいて 0から nまでの番号を振る。

(1). ∆の頂点（n + 1個ある）については 0から nまでの番号を一つづつの頂点に割り振る
（順序は問わない）。

(2). K のある頂点 vが∆のある面に含まれている場合には，その面のある頂点（∆の頂点
でもある）と同じ番号を vに割り振る（vは∆またはその面の頂点であるとは限らず，
∆を分割してできた単体の頂点であるかもしれない）。

このような番号の振り方を「Spernerラベリング (Sperner labeling)」と呼ぶ。このとき次の
補題が成り立つ。

補題 2.12 (Spernerの補題). K をある n次元単体∆を分割して作られた単体的複体であ
るとする。Kの頂点に Spernerラベリングのルールによって番号を振るとき，Kの n次元単
体の中で各頂点にちょうど 0から nまでの番号が割り振られるものの個数は奇数である。

証明. 0から nまでの番号の内 i0, i1, . . . , iq の q 個の整数がちょうど一つづつその頂点に
割り振られているような K の q 次元単体の個数を N(i0, i1, . . . , iq) で表す。証明すべきは
N(0, 1, . . . , n)が奇数であることである。

∆の次元に関する数学的帰納法で証明する。まず n = 0の場合は番号は 0だけしかなく，
それ以上分割できない 0次元単体が一つしかないので補題が成り立つのは明らかである。次
に n − 1以下の次元について補題が成り立つと仮定する。K の各 n次元単体 σ について，
0, 1, . . . , n− 1とラベルづけされた σの n− 1次元の面の数を p(σ)で表す。σが 0, 1, . . . , n

とラベルづけされていれば p(σ) = 1, 一方 0, 1, . . . , n− 1, j(j < n)とラベルづけされていれ
ば p(σ) = 2で，それ以外の場合は p(σ) = 0である。したがって

∑

σ ∈ K

dimσ = n

p(σ) = N(0, 1, . . . , n) + 2
n−1∑

j=0

N(0, 1, . . . , n− 1, j)

が得られる。なお，ある 0, 1, . . . , n − 1とラベルづけされた n − 1次元の面が複数の n次元
単体の共通の面になっている場合には重複して数えられている。

Spernerラベリングの定義により，0, 1, . . . , n − 1とラベルづけされたK の単体を含むの
は 0, 1, . . . , n− 1とラベルづけされた頂点を持つ∆の n− 1次元面のみであり，それは一つ
しかない。したがって，その面に含まれる 0, 1, . . . , n− 1とラベルづけされたK の n− 1次
元単体の数をM とするとN(0, 1, . . . , n− 1)−M は∆の内部と交わる 0, 1, . . . , n− 1とラ
ベルづけされた n− 1次元単体の数に等しい。∆の真の面に含まれるK のいかなる n− 1次
元単体もK のただ一つの n次元単体の面でなければならず，また∆の内部と交わるどのよ
うな n− 1次元単体もK のちょうど二つの n次元単体の面でなければならないので，

∑

σ ∈ K

dimσ = n

p(σ) = M + 2(N(0, 1, . . . , n− 1)−M)
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を得る。この場合にもある 0, 1, . . . , n − 1とラベルづけされた n − 1次元の面が複数の n次
元単体の共通の面になっている場合には重複して数えられている。

∆の内部にある n−1次元単体は n−1次元の超平面の一部であり，その超平面に
よって∆は二つの部分に分けられる。n−1次元単体の頂点を vi(i = 1, 2, . . . , n)
とするとその超平面上のある点 xは x =

∑n
i=1 tivi(

∑n
i=1 ti = 1)と表される。一

方∆の点 yは，n− 1次元の超平面上にはないある点を zとして

y = λx + (1− λ)z

と表される。このとき λ > 1ならば y は超平面を挟んで zとは逆の側にあり，
λ < 1ならば zと同じ側にある（λ = 1のときは超平面上にある）。このように
して二つの部分に分けられた∆のそれぞれの 1点と n − 1次元単体によって n

次元単体が作られるので n− 1次元単体は二つの n次元単体の面となる。しかし
n− 1次元単体が∆の真の面になっている場合は，∆が超平面によって分けられ
る部分の片方にしかその面が含まれないので n− 1次元単体はただ一つの n次元
単体の面となる。

これらの等式より

N(0, 1, . . . , n) + 2
n−1∑

j=0

N(0, 1, . . . , n− 1, j) = M + 2(N(0, 1, . . . , n− 1)−M)

が得られ，変形すると

N(0, 1, . . . , n)−M = 2[(N(0, 1, . . . , n− 1)−M)−
n−1∑

j=0

N(0, 1, . . . , n− 1, j)]

となる。したがってN(0, 1, . . . , n)−M は偶数である。一方，帰納法の仮定によって Sperner
の補題が n− 1次元までは成り立つのでM は奇数である。したがってN(0, 1, . . . , n− 1)も
奇数でなければならない。 ,

0から nまでの番号が割り振られるものの個数が奇数であるということは少なくとも 1個
はそのようなものが存在することを意味する。

例 2.4. Spernerの補題の例
三角形を 1度重心分割した単体的複体の各頂点に図のように番号を振る。この番号の振り
方は Spernerラベリングの条件を満たしている。図の網掛けで示した部分が 1, 2 ,3のラベル
を持った単体である。

1

3 2

3 2

3

3
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2.6 Brouwerの不動点定理

Spernerの補題を用いて Brouwerの不動点定理を証明するが，その前に次の補題を示す。

補題 2.13. ∆を n次元単体，∂∆をその境界とする。そのとき∆から ∂∆への連続関数 r

で，∂∆上の点を動かさない（r(x) = x）ようなものは存在しない。

∆の境界とは∆より１次元低い次元の∆の面の和集合であり，∆が三角形（2次元単体）
の場合は三つの辺をつないだもの，四面体の場合は四つの面である。

証明. そのような関数 r : ∆ −→ ∂∆が存在すると仮定してみよう。単体近似定理（定理
2.11）によって，充分大きな j の値について∆とそのすべての面からなる単体的複体の j 次
重心分割をK，∆のすべての面からなる単体的複体を L（Lに∆自身は含まれない）として
rの単体近似 s : K −→ L（K から Lへの単体写像）が存在する。

∆のある真の面 Σに属する K の頂点を vとすると r(v) = vであり，s : K −→ Lは
r : ∆ −→ ∂∆の単体近似であるから s(v)はΣの頂点でなければならない（単体写像 sは頂
点を頂点に移し，∆の真の面の点は rによって動かないのでそれが移される点も∆の真の面
に属している。さらに sは rの単体近似であるから sによって∆の真の面の点から移される
点はもとの点と同じ単体に属していなければならない）。特にすべての∆の頂点 vについて
は s(v) = vである（vそのものが∆の真の面である）。

v 7→ m(v)を∆の頂点に 0, 1, . . . , nの数字を割り振るラベルづけとし，v 7→ m(s(v))をK

の頂点 vに v 7→ m(v)によって s(v)に割り振られている番号と同じ番号を割り振るラベルづ
けとすると（sが単体写像であるから s(v)は∆の頂点である），これはK の頂点の Sperner
ラベリングになる。

vが∆の頂点のときには s(v) = vであるから v 7→ m(v)によって vに割り振ら
れる番号と v 7→ m(s(v))によって割り振られる番号とが等しいので Spernerラ
ベリングの条件 (1)が成り立つ。また上で見たように vが∆のある真の面 Σに
属する頂点である場合には s(v)は Σの頂点でなければならないから Spernerラ
ベリングの条件 (2)が成り立つ。

したがって Spernerの補題（補題 2.12）により 0, 1, . . . , nとラベルづけされたKの n次元単
体 σが少なくとも一つは存在する（σの点は∆の真の面に含まれているとは限らない）。そう
すると s(σ) = ∆となるが（K の各頂点は sによって自身に割り振られた番号と同じ番号を
持つ∆の頂点に移される）∆は Lの単体ではないからこれは不可能である。よってすべての
x ∈ ∂∆について r(x) = xを満たすような連続関数 r : ∆ −→ ∂∆は存在しない。 ,
この補題に基づいて Brouwerの不動点定理を証明する。

定理 2.14 (Brouwerの不動点定理). 閉じた n次元球Enからそれ自身への連続な関数を f

とすると，f は少なくとも一つの不動点（f(x) = xとなるような x ∈ En）をもつ。

証明. f が不動点をもたないと仮定してみる。Enの各点 xについて f(x)から出て xを通る
半直線（f(x)から出て xを突き抜けて先へ進む線）がEnの境界 Sn−1（n− 1次元の球面で
ある）と交わる点を q(x)で表す。f が連続であるから Enから Sn−1への関数 qも連続であ
り，かつ Sn−1上の点 xについては q(x) = xが成り立つ。閉じた n次元球Enは n次元単体
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∆と同相であるから，∆上のすべての点 yについて，∆からEnへのある同相写像 hと∆か
ら ∂∆への連続関数 rによって h(r(y)) = q(h(y))と表すことができる（hによって ∂∆の点
は Sn−1の点に一対一に移される）。

q◦hによって∆ −→ En −→ Sn−1と移され，h◦rによって∆ −→ ∂∆ −→ Sn−1

と移される。

さらに，すべての y ∈ ∂∆について r(y) = yである。しかし，補題 2.13によりそのような∆
から ∂∆への連続関数 rは存在しない。したがって f は少なくとも一つの不動点をもつ。 ,

2.7 Brouwerの不動点定理の一般均衡理論への応用：交換経済の均衡

有限個の財と有限個の家計（消費者）からなる交換経済，すなわち財は生産されず各家計
がもともと持っている財を交換するような経済を考える。交換，消費は一つの時点（1期間）
でのみ行われる。財は無限に分割可能であり，その量は実数で表される。具体的に n個の財，
m個の家計があるものとし，財を iで家計を hで表す。家計 hは当初 x̄hi（x̄hi ≥ 0）の i財
を持っている。家計 hの初期保有量はベクトル x̄h ∈ Rn（x̄hの第 i成分は x̄hi）で表すこと
ができる。また i財の価格を pi（pi ≥ 0）とすると n個の財の価格はベクトル p（第 i成分
は pi）で表現される。すると，家計 hの初期保有量の価値は（ベクトルの内積，成分ごとの
積の和）p · x̄hに等しい。交換における家計 hの i財に対する需要 xhi(p)は初期保有量が与
えられれば各財の価格によって決まる pの関数である。家計の財に対する需要はあらゆる価
格において定義され，また連続（わずかな価格の変化によって需要が大きく変化し過ぎない）
であると仮定する。n個の財に対する需要をベクトル xh で表す（xh の第 i成分は xhi）。家
計の予算制約式は p · (xh(p) − x̄h) ≤ 0で表される。この式は財に対する需要の価値の合計
が初期保有量の価値を越えないことを意味する。各家計は予算を残しても使う機会がなくよ
り望ましい消費を実現するにはすべて使った方がよいので，予算制約式は以下のようの等式
で表されると仮定する。

p · (xh(p)− x̄h) = 0

各家計は与えられた初期保有量のもとで予算制約式を満たすようにそれぞれの選好において
最も望ましい（効用を最大化する）消費のベクトルを選択する。予算制約式から，家計の需
要は財の相対価格にのみ依存することがわかる。すべての財の価格を一定倍（たとえば λ倍）
しても各財の需要は変わらない，すなわち xh(λp) = xh(p)である。交換における財の総供
給は

∑
h x̄hで表される。ここで

∑
hは家計全体で合計することを意味する。同様に総需要は∑

h xh(p)と表現される。需要と供給の差を超過需要と定義して z(p)で表せば

z(p) =
∑

h

(xh(p)− x̄h) = x(p)− x̄

が得られる。x(p)，x̄はそれぞれ家計全体の需要と初期保有量を表すベクトルである。各家
計の需要がすべての価格において定義され連続であるから，超過需要もすべての価格において
定義され連続である。zi(p)を z(p)の第 i成分，すなわち i財の超過需要とすれば zi(p) > 0
のときには超過需要，zi(p) < 0のときには超過供給になっている。すべての家計の予算制約
式を足し合わせると p · (x(p)− x̄) = 0から

p · z(p) = 0
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を得る。この式はワルラスの法則と呼ばれる。
λ = 1∑n

i=1
pi
として各財の価格を

qi =
1∑n

i=1 pi
pi

に従って定義し直すと
∑n

i=1 qi = 1となり，財の価格は n − 1次元単体に含まれる点によっ
て表される。この qiをあらためて piで表すことにする。
以上の準備をもとに次の定理を示す。

定理 2.15 (交換経済における均衡の存在). 有限個の財と有限個の家計からなる交換経済に
おいて価格 pにおける超過需要を z(p)で表すと，z(p)は以下の条件を満たす。

(1). z(p)はあらゆる価格 pについて定義され，また pに関して連続である。

(2). あらゆる価格 pについて p · z(p) = 0が成り立つ（ワルラスの法則）。

(3). そのとき，すべての財 iについて zi(p∗) ≤ 0（超過需要・超過供給がともにゼロか，ま
たは超過供給が存在する）を満たす均衡価格ベクトル p∗が存在する。

証明. (1), (2)はすでに確認したので (3)を示す。
i = 1, 2, . . . , nについて 0 ≤ pi ≤ 1および

∑n
i=1 pi = 1を満たすすべての点 (p1, p2, . . . , pn)

を含むRnにおける n− 1次元単体を∆とし，∆からRnへのある関数を vとして，その第 i

成分 viが次のように表されるものとする。

vi(p) =
{

pi + zi(p) zi(p) > 0のとき，
pi zi(p) ≤ 0のとき

あらゆる pについて v 6= 0であり，かつ vの各成分は非負である。この vから次のような∆
から∆への関数 ϕを作ることができる。

ϕ(p) =
1∑n

i=1 vi(p)
v(p)

ϕ(p)の第 i成分は ϕi(p) = 1∑n

i=1
vi(p)

vi(p)であり，0 ≤ ϕi(p) ≤ 1，
∑n

i=1 ϕi(p) = 1を満
たす。

Brouwerの不動点定理により ϕ(p∗) = p∗ を満たす p∗ ∈ ∆が存在する。vi(p) ≥ pi であ
るから，ある λ ≥ 1について v(p∗) = λp∗が成り立つ。以下では λ = 1を示す。λ > 1と仮
定してみよう。すると，p∗i > 0であるときには vi(p∗) > p∗i，すなわち zi(p∗) > 0となる。
一方，すべての iについて p∗i ≥ 0であり，かつ少なくとも一つの iについて p∗i > 0である
（

∑n
i=1 pi = 1，すなわち p∗ ∈ ∆であるから）。そうすると p∗ · z(p∗) > 0となりワルラスの

法則と矛盾する。したがって λ = 1であり，すべての iについて vi = p∗i および zi(p∗) ≤ 0
が導かれる。 ,
すべての iについて zi(p∗) ≤ 0であり，かつp∗ ·z(p∗) = 0であるということは p∗i zi(p∗) ≤ 0

（すべての iについて）であることを意味するから，pi > 0のときには zi(p∗) = 0である。し
たがって均衡価格においては供給は常に需要に等しいかあるいは超過しており，正の価格を
持つ財（普通はそうだが）については需要と供給は等しくなければならない。
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